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INTORNO ALLA RIDUZIONE DEGL'INTEGRALI ELLETTICI 


NOTA 


DEL PROFESSORE 


ANGELO GENOCCHI 


1° L’integrazione del differenziale —— quando T è una funzione intera qualsi- 


Tdx 
VX 


voglia di x, supposto 


X = Ax'+ Bx3+ Ce + Dr + E, 


si riduce al caso in cui la funzione T non oltrepassa il secondo grado ed ha quindi 
la forma T = G+G'x + G"x?. Espresso l’integrale con trascendenti ellittici, accadrà or- 
dinariamente che ne nascerà un trascendente ellittico di terza specie, e può doman- 
darsi se il suo parametro sarà circolare o logaritmico: questione non priva d’im- 
portanza, perchè il calcolo di tali trascendenti è più facile se il parametro è loga- 
ritmico, riducendosi essi allora a funzioni di due soli argomenti, dove occorrono 
sempre funzioni di tre argomenti se il parametro è circolare. L’illustre Plana diede 
una risposta al quesito nel giornale di Crelle, tom. 36, pag. 2, ma egli ammise 
che il coefficiente A fosse positivo, e sebbene abbia accennata (ivi pag. 29), non 
trattò l'ipotesi contraria: di più anche per A positivo la sua discussione è riuscita 
incompiuta come mostrerò. Voglio pertanto riprendere e brevemente esaminar la 
quistione, seguendo le tracce stesse del Barone Plana, 


6 ANNALI DI MATEMATICA 





2° Posto x 7, si possono sempre determinare le costanti reali « e 6 in 
modo che si abbia 
ded. y eB y 
Fr re = tS ST ’ 
vx VY CET 


con Y =A (M + Ny’) (P + Qy°), essendo anche M, N, P, Q costanti reali. Nello 

stesso tempo il trinomio T = G + Ga + G"x° si cambierà in un’ espressione della 

ROUE K'y 
IE 





forma > e quindi si avrà 





Tax — {* + K'y + K"y? dy 
VX A+y) Vy’ 


integrale che si farà dipendere da integrali ellittici di prima e seconda specie e inol- 


tre da un integrale 
| Ue [pat 
(ER | ay 


’ , Ù LI dy 
quest'ultimo dipenderà da fia 
| i (Pay yy ¥ 


e cosi tutto si riduce a determinare il trascendente ellittico di terza specie com- 


3° Siano x,, I, La € le radici ee X = 0: possiamo supporre 











db mince 6 ae un JR 6 È 
ERA) CT nes ANNE M) = Gaye +), 
onde sostituendo l’espressione di æ si trarrà 
ax, ) (ar) RUB I (B — 2.) 
ME tai sai in > ren , 
{a — X3) (a — 2) (8 — 2x3) (8 — 2) 
P= — BET See e o 
Ze N a— È 
e (a — 2.) (6 — x.) + (6 — x) (a — x.)=0, 


(a — 23) (8 — 2) + (B— 23) (a — x) = 0: 
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u | 


queste somministrano 


1 1 È 
(1) M =a — 5 (#:— 2), Nagi tit A, 
1 1 
P= a— (ts), Q = Ses x) —6, 
1 
(2) LL, — Lat, = 9, (a + 6) (x, + L,— L3— x). 


Dalle (1) si deduce 


MN ms M È (&, + da) — 3 (ti + %,) (x = 6) + | a. È (&, + x.) — 2A 
TE 1 a 
e similmente PQ — — È (T3+ x) —a | à 
dunque 
1 1 A 
(3) MN = en ’ PQ = — 7 (xs — 2) . 


Si troverà pure 
1 1 
MQ + NP= 5 (8, + %,+ %3+ x) (a + 6) — 208 — 5 mt XL) (T3+ x), 


e riducendo per mezzo delle equazioni di condizione tra «ef, si otterrà 


(4) MQ+NP=,2,+ mu 5 (2,+ 2,) (+ 2); 


finalmente le (1) daranno 


(5) MQ — NP = 5 (2—6) (+, m 24); 
(6) M+N=P+0. 
Si faccia. 


US L,X3 + LL, 9 uU,= XX, + WER 9 U XL, u LV, : 
saranno U,, U, , s, le radici della ridotta o risolvente di terzo grado 
(7) A®ue— A°Cu°+ A (BD — 4AE) u + E (4AC — B’) — AD?= 0; 
e avendosi 


(€. %,) (%3— dC) = U,— Us , (©, + %,) (x3+ Ti) = Ut u, 
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le equazioni (3) e (4) condurranno alle 


(8) MQ + NP = u,— : (u,+ U3), 16MNPQ = (u,— us)’, 
1 a 5 
(9) (MQ — NP)? = (.— 5 (+ 1) Eu (u,— U3) == (u,— u,) (Un, — U3). 
(Jueste trasformazioni sono distesamente esposte nella Memoria del Plana, e anche 
in un’altra del prof. Tortolini (Annalz di Matematica, 1858, pag. 69). Ora se x, e &,, 
X3 € &, sono radici reali o radici immaginarie conjugate, u, sarà reale, e il prodot- 
to (u,— u,) (U,— 3) sarà positivo nel caso di u, e u, immaginar]; questo prodotto, 
sarà pure positivo nel caso di w,, %,, 3 tutti reali quando si prenda per u, la 
maggiore 0 la minore delle radici dell’ equazione (7): così potremo in ogni caso avere 
dalla (9) un valor reale di MQ — NP, e allora le (2) e (5) daranno a e 6 reali, 
dopo di che per le (1) saranno reali anche M, N, P, Q. Le (8) e (9) mostrano al- 
tresi che MQ e NP si possono esprimere per mezzo delle sole radici dell'equazione 
ridotta (7). 
4° Le tre quantità w,, %,, 3 sono tutte reali quando le radici x,, &,, #3, ©, 
sono 0 tutte reali o tutte immaginarie, e allora MQ e NP hanno, per la seconda 
delle (8), il medesimo segno, che per la prima delle (8) è positivo se u, è mag- 


giore di u, e u,, ed è negativo se u, è minore di u, e u3. Fatto y = H tang 5 4; 


avremo | 
2 N Lee 2 nm 
M+ Ny’) (P + Oy") = paga [M+ NEP 01 NE) cos 4 
[P + QH°+ (P — QH?) cos 4]: 
e posto 
(M + NH’) (P — OH?) + (M — NH?) (P + QH?) = 0, 
ossia 
MP — NQH'= 0, 
faremo sparire dal numeratore la prima potenza di cos 4. Sara quindi H reale, 
A ä 3 NQH‘ 
= —— ) — 2 — 2 : ’ = —— > 
Y teams LNH ) (P+QH°) + (M— NH?) (P—QH?) cos | P M 
ossia 
EEE NUN: ge ER Hay 
= pe | + NEY (M — Er) COS NE + az 
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1 3 M — NH?\’ 
e facendo 9 =. nr tb, c= Mnm)> conchiuderemo 


bo | 


{Autre e \/ Mi gli. 
VY M+NHVAQy(A— ec sen’o)’ 


ma è uopo che sia positivo e c? sia < 1, e che si cambi il segno se M + NE” 


M 
AQ 
sia negativo. Ora nel caso delle radici tutte immaginarie, è chiaro dalle relazioni (8 
e (6) che M, N, P, Q debbono avere il medesimo segno: quindi u, sarà la maggiore 


delle quantità u,, Us, Us, e (M — NH?)° sarà << (M + NH?)?, onde c°< 1 ; di più 


Ra EM 
dovrà essere A positivo per dar positivo-—- Adunque vale in questo caso la s 








AQ 
stituzione indicata e risultandone 
IHR) 1 + cos J __ (1 + sen 9) [1 — H*— (1 + H?) seng] 
1+y 1—H-+(1+ HB?) cos ¢ (1 — H’)— (1 + H?)° sen? ¢ 
wes : x SER 1 do 2 
l’integrale V dipenderà dal trascendente ellittico |--———_— ————+—— che è 
1 — useng VI — ¢? sen? o 


“ had n d l “= = 7 1 + H? i . 4‘ . 
di terza specie e ha per modulo c e per parametro u = ec pe quantita posi- 


tiva e maggiore di 1: questo parametro è dunque logaritmico. Sostituendo il valore 


ee. 
di H’= vel si trova 


5° Queste formole sono dal Plana applicate anche al caso delle radici tutte reali, 
almeno per A positivo; ma se x, e x, sono reali, Me N per la (3) hanno contrar] 
segni, e quindi (M — NH’)*> (M + NH°}°, onde il modulo c sarebbe maggiore 
di 1 il che non può ammettersi. Egli non ha badato che dovendo essere positi- 


M © ot al 
040 e perciò MQ risultavano negativi NQ e MP secondo le (3), e quindi TE 
e NQ.H’ erano negativi e si riducevano a — V(MP.NQ), mentre nella sua Memo- 
ria (pag. 13) sono ridotti a V(MP.NQ) positivo, e ciò equivale al porre — H? in 
luogo di H?. Pertanto ‘la sostituzione precedente non è più applicabile e conviene 
ricorrere ad un’altra. Essendo MN e PQ negativi, faremo M= — Np?, P= — Qq’, 
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AMQ 2 
onde Y= P (Pe Yast) 
e scegliendo per u, la maggiore delle radici della (7) quando A è positivo, e la 
minore delle stesse radici quando A è negativo, renderemo sempre AMQ positivo ; 


si avrà poi p'— paro, e prendendo dalla (9) il valore di MQ — NP 


potremo dargli il segno stesso di MQ e ottenere p? > q°. SALE affinchè YY sia 





2 
reale dovrà essere p > y? > g?: potremo dunque fare = q =, 1 ds’, 


il che dara 








- (p°— q?)* sen?g cos'¢ , ydy = — p’c’ sen 9 cos 9 do. 

e però 

UY pene SEA + 

VY VANQ vil—e’sen’g) | 
Nel medesimo tempo sara 1 — y’= 1 — p°+ (p°— q°) sen’, ed escluso il caso 
di p— 1, da cui seguirebbe M= — N e per la de ) P= —Q,e quindi /Ye x 

es a è 
razionali, ponendo pu. ads eae Es dote eee ae atl Seen sic- 
p —1 1—y 1 — p° 1 — u sen’o 


che |’ integrale V sarà ridotto ad un trascendente ellittico di terza specie il cui mo- 
dulo sarà c e il parametro p. Sostituiti i valori di p e q, e osservando chef 


si troverà 


(11) Ce 


Quando A è positivo, MQ è positivo ed essendo MN negativo ne risulta negativo: 


Q 
: Nt sn 
dunque il parametro x = 1 —- = è positivo e maggiore di 1 e per conseguenza lo- 
Q 
ma’ ci | EON ie PA 
garitmico. Quando A è negativo, sono negativi MQ e MN, e ULT è positivo : 


dunque il parametro x sarà negativo, o positivo minore di 1 e in quest’ ultimo caso 
2 
sarà maggiore di c* essendo = i >; dunque » sarà un parametro cir- 


colare. 
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6° Se due delle radici x, æ,, æ3, x, sono reali e due immaginarie , suppor- 

remo 23 e a reali, &, e x, immaginarie; allora u, sarà reale, u, e u3 immaginar], 

MN sarà positivo e PQ negativo, e potremo anche supporre M e N ambedue posi- 

tivi bastando prendere nella (9) il segno di MQ — NP in modo che dalla (5) ri- 

sulti © — ß positivo, poichè le (1) porgono M +N = «— e Med N sono dello 
stesso segno. Posto IRA H°, avremo 


Q 
Y = AQ (M-+ Ny’) (y?— BP), 
e dovrà essere y? >H? se AQ è positivo, e y< H° se AQ è negativo. Nel primo 
caso faremo y = il che darà 


__H sen 9dg ve: AQ y H?(M cos*9-+ NH?) sen2o— AQH'sen?¢ 


2 ? 
c08?9 costo cos'g 


(M-+NH?— Msen?o), 


1 __ cos” 0S 9 coso 


1—y*  coss—H  1—H"—sen'9 i 





U _ : A È 1 d 
dunque l’integrale V dipenderà dal trascendente f———_ PR eb barns ein 
Ji —p sen°o /(1 — sen? 
M . 1 


cui sara e? 


= —__ eee 
M + NH?’ i 41H 
Rimettendo il valore di H° si otterrà 


,_ MQ Ren: 
da io NDR. 


Ora Pe Q hanno contrarj segni e però P+ Q è numericamente minore di Q; 
d’ altra parte P + Q per la (6) è positivo: dunque il parametro » è negativo se Q 
è negativo, ed invece è positivo e maggiore di 1 se Q è positivo; dunque suppo- 
nendosi AQ positivo e quindi Q dello stesso segno di A, il parametro p è loga- 
ritmico per A positivo e circolare per A negativo. 

Nel caso di AQ negativo, faremo y == H cos g onde 


dy= — H sengdo, 
Y=—-AQ(M+NH? cos?¢) H°sen'g= — AQH’sen?o (M + NH°— NH? sen?9), 


= “ 
— 0 m «cre een SES 


1—H? cos?» 1— W-+ H? sen?9’ 
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al CS MSE NE ER COMM ATES | 


lintegrale V dipenderà da un trascendente ellittico di terza specie che avrà c per 
modulo e x per parametro. Rimesso il valore di H°, sara 


NP P 


19) PS ND Rec 


e per le stesse ragioni ora accennate sarà x positivo e maggiore di À se P è po- 
sitivo, e sarà negativo se P è negativo. Ma essendo PQ e AQ negativi, avrà P lo 
stesso segno di A: dunque il parametro pu sarà positivo e maggiore di 1 e quindi 
logaritmico se A è positivo, e sarà negativo e quindi circolare se A è negativo. 
7° Le formole (2) e (5) divengono illusorie quando x, + x, = %3 + €; ma 


1 (eon 
facendo x = 5 (X1+ x.) + y, si ottiene immediatamente da = dy, 


1 1 a 
x = A (y Gai) (5e — 20) =Y, 





e l’integrale {TE prende la forma [a + K'y + Ky) 72 da cui derivano sola- 


& 


mente trascendenti ellittici di prima e seconda specie. 

La riduzione esposta divien pure illusoria quando A — 0, cioé quando il po- 
linomio X si riduce al terzo grado. Si supponga X = ax3+ ba’-+ ca + d: ammet- 
teremo che d non sia nullo poichè altrimenti si farebbe x +h e si trasfor- 
merebbe X in un altro polinomio avente un termine costante diverso da zero ; ora 


1 
porremo x = 77 € avremo 





ddr pena Ik Gael b dz 
shan MO pa alli V (dz4 + c2°+ bé + az)’ 


cosicchè la questione non differira da quella che presenterebbe I’ integrale 


I G =) dx 
CE 
DROLE) EUX 


se nel polinomio X del num. 1 si supponesse E = 0 ovvero se una delle radici 
Lis Li T3 X, Si supponesse nulla. Sia dunque x, = 0 ossia E= 0, e si fac- 


a + by K + K'y + K'y dy 


cla 2 = ———: l’integrale proposto si cambierà in =e 
1+ di J (a+ fy)? V¥ 


» 


sto si farà dipendere da ord avra e infine da | dy 
Je + by) VY ( 
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a nn na, Ma lealäziie 
PE PL Fy) VI quazı 


ne di condizione 
(a — 23) (8 — a4) + (B— &3) (a — a4) = 0 


: | è 
diverrà a =, e le (1) daranno 








Dale ds dec sal 
be aa DE rte Q=3% ni vi 
E a” 7 AQ 2 2 2,12 
onde (O eg > M ae Sa Nu) (gi): 
Dunque 





| DU 2.16 or 
(a — By?) VY * J ¥[ — AQM+ Ny’) (@— Fy)] 


integrale che si riduce a trascendenti ellittici di prima e seconda specie (*) 


Pertanto non si trova in questi due casi particolari aleun trascendente ellittico 
di terza specie. 


SEN, IE Tdx 
8° Conchiudiamo che quando dall’ integrale SE nasce un trascendente ellit- 


tico di terza specie, il suo parametro è sempre logaritmico se il termine più ele- 
li 
vato Ax* del polinomio X è positivo, è sempre circolare se quel termine è negativo, 
u 
A conferma della seconda parte citerò 1’ esempio dell’ integrale 














da | (32 — 5)? dx 
JV (Qa®— Aa + 1) (48a — AT — 122°) 
fallo x = dirai) si avrà 
DE dp 
yi fe uy 
J BF VT sy) OH 
e poscia 
VA AVI (e) sinti a its 
Then ME 34 16 — 9y? 8 VAL SO 





(*) Se X è un polinomio di terzo grado, si trova indicata anche la sostituzione più semplice x = x3 + y? , 
essendo x3 una radice reale dell’ equazione X — 0. Ma questa sostituzione non produce la trasformazione 


voluta quando le altre due radici sono immaginarie, e inoltre non potrebbe usarsi quando la variabile x 
deve passare per valori minori di æ2. 
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talchè l’integrale da cui può derivare un trascendente ellittico di terza specie sara 
solamente 


4 dy 
la — 99 VA-39) 2-9 


2 4 2 2 2 . 2 LE 
e posto y = nen Cie 3? p- NT si trasformerà in 
de 


i 1 
4 efi L sen?o ya == *sen’o) À 


trascendente ellittico di terza specie il cui parametro p sarà circolare essendo com- 
preso tra À e il quadrato c’ del modulo. 

Richiamando le equazioni (8) e (9) si vedrà che il modulo ec dato dalle for- 
mole (10), (11), (12) e (13) si può esprimere facilmente per mezzo delle radici 
U,, U,, u, della ridotta (7). Si esprimerà pure per mezzo delle stesse radici il pa- 
rametro 4, potendosi con quelle esprimere i coefficienti M, N, P,Q, poichè si ha 








B E 
Lit Lt Lait LX, = — 1 XL, X,L3L, = A LT, + Ua, U; » 
B? 
(Hrn mm’) (+= A (+ Us) 


e quindi le equazioni ’(1), (2), (5) somministreranno «, 6, M, N, P, Q. (Veggansi le 
citate Memorie del Barone Plana e del Prof. Tortolini). 

9° Il caso delle radici tutte reali è stato trattato nel num. 5 in un modo sem- 
plice che dispensa dalle sottili considerazioni e dalla discussione alquanto lunga del 
metodo adoperato dal signor Richelot. La sola avvertenza che occorre è quella di 
prendere per u, la maggiore o la minore delle radici della ridotta secondo che A 
è positivo O negativo. 

Nel caso delle radici tutte immaginarie può usarsi una sostituzione più semplice 
di quella del num. 4 a cui ricorse il Plana eredendo di abbracciare con essa am- 
bedue i casi delle radici tutte immaginarie e delle radici tutte reali. Essendo MQ 
positivo, basterà prendere nella (9) un valor positivo per MQ—NP, e fare y’— Le 


Q 
, MQ— NP PE 
NET 


e il parametro » sarà positivo e maggior di 1 e quindi logaritmico. Il confronto 


si avrà 
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delle due sostituzioni condurra alla sostituzione di Landen ossia alla trasformazione 
di Lagrange. 

Si possono anche ridurre tutti i casi al solo delle radici tutte reali e anzi a quello 
più particolare in cui il polinomio X sia di terzo grado, divisibile per x e per al- 
tri due fattori reali di primo grado; poichè se si fa y°= 2 si ha 


dy I dz 
VX VAz (M + Nz) (P + Qz) 
TEN. le dz bowed oe 
e quindi il differenziale Vx si trasforma in un altro VE , dove il polinomio Z sot- 


toposto al radicale è il prodotto dei tre fattori reali Az, M + Nz, P + Qz: questo 
si potrà dipoi nuovamente trasformare come fu indicato nel num. 7. 
10° La sostituzione di Jacobi (Crelle, tom. 55, pag. 1) 


(ax’+ ac + c)y+ 2 (ax + 2a +c’) y + ax + 2b'a +c'— 0, 


può servire a cambiar il caso delle radici tutte reali in quello delle radici tntte im- 
maginarie. Supposto infatti a'= b'= c'= 0, e preso 


X = — (aa? + 2x + c) (a'x°+2%b"x + c'), 
Y= (by’+ 8) — (ay'+ a) (cy'+ c') , 


, dx dy cha stà 
SL va == -— vr’ ma introducendo le radiei x, e ©, %3 e x, delle equazioni 


vx 
ax + 2x +c=0, a'x?+ Mr + c'— 0, 
si potrà scrivere 
AY = {a(x,+ x.) y?+ a"(23+ x,)|?— 4 (ay?+ a") (ax, x, y + a"x3%;) 
= a’ (2, — 2.) y" + 2aa" | (x, + x.) (w3+ x) — 20,8%, — 2030,]Y+a" (xx — 2), 
laonde Y potrà risolversi in due fattori reali M + Ny’, P + Qy’, se sara 
[a+ 2.) (0+ x) — 2x,0,— 2x30, > (x, — a) (w3— x) 


ovvero (u,+ uz— 2u,) > (Ur— us)’, 


o ancora (u;— u,) (u,— u)>0. 
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Prendendo u, maggiore o minore di u, e di u, si adempiera questa condizione, e inol- 
tre prendendolo minore nel caso di aa" positivo e maggiore nel caso di aa" nega- 
tivo, renderemo sempre positivo il coefficiente di y nella espressione di 4Y, sicchè 
essendo positivi anche gli altri due coefficienti nel caso supposto delle radici x,,%,,%3%; 
tutte reali avremo 


EA I 


con coefficienti M, N, P, Q tutti positivi. 
NE dx d . ; 
11° Quando si è ridotto — a 9: come nei num. 2 e 3, Si pud con una 
Vate oY 
sola sostituzioue per tutti i casi di radici reali e immaginarie passare alla consueta 
forma trigonometrica dei trascendenti ellittici. Imperocchè si può rappresentare Y 


con a (Y+ p) (y+ g); e basta porre 


1y44 py’ 
À y+q 


PRE LA feel 
lang” sy = ; 


intendendo con À una costante da determinarsi che abbia lo stesso segno di a al- 
finchè tang 3 ¢ sia reale per tutti i valori di y per cui è reale YY. Ne dedurremo 


y'+ (p — à tang’ 2 à) y-— ag tan’ ib = 0, 


y= — 3 (p — 2 tang’ 14) = Vi(p—2 tang? 1 g)°+ dg tang*1 4; 
e avremo d’ altra parte 
o I aes — _2ydy 2 =) o? I : 
lang 3 Pres x LUE (+ q) (2y su È lang 3 p) : 
dunque 
dy dy dy 








bol 


VY 3 costi gay Ep Rang 2) 7 Vip cos 3 pd sent i Wp Ag sento 


Ora se a, p,q hanno lo stesso segno, potremo supporre p° > q', e prendere À =p, 
il che darà 


pcos’ i) — sen 14 = pcosù, 
(p cos 1 4 — A sen’ 4 + Aq sen’ y = p° cos’ 24 
p cos’ 3 d sen + 4)+ Aq send = p° cos } + pg sen’y, 


P— pq 


Aa } 9 
—<== c?, sl avra 


e fatto 


Vp? cos) + pq sen’y = p VI — € sen'y. 
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Se p e q hanno uno stesso segno contrario a quello di a, potremo ancora sup- 
porre p° > q’, ma prenderemo À = — p, onde 


pcos ih — A sen 4 =p, (pcos tp — sen "I 4)°+ Ag send = p*— pq sen’d, 


e fatto ; = € risulterà 


Vp° — pq sen) = p VI — csen°y. 


Da ultimo se p e q hanno contrarj segni, supporremo p di segno contrario ad a, 
e faremo À = — p, onde avremo ancora 


(p cos’ 1 4 — A sen? 1 4)*+ Aq send = p°— pq sen’); 


indi ponendo 


2 
m 
I ; ra, 2 a pd 
p= 5r—o, Pis i. » “erat 
m SER 
otterremo 


Vp°— pq send = m V1 — € sene. 


Tom. VI. N. 4. 3 
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NOA Gia 


DI ENRICO EGGER DI PAVIA 


INTORNO AD UN MODO DI CONDURRE LE NORMALI E DI DETERMINARE 
I PUNTI DELL’ ELLISSE. 


Sia OG = a + b — 2o il raggio d’un cilindro, O il suo centro come pure l’o- 
rigine delle coordinate; OG si supponga nella direzione delle ascisse positive. Descri- 
vasi sulla OG come diametro un circolo ed avvolgasi questo circolo entro la con- 
cavità del maggiore. Il punto G della sua circonferenza percorrerà durante la rota- 
zione, com’ è noto, il diametro GOG'= 2 (a + b). La ipicicloide accorciata, che un 
punto qualunque dell’ area circolare di raggio p descrive, è una Ellisse. Sia A la po- 


=) la sua di- 





sizione primiliva di questo punto sulla OG ed AG = o (6 < 


stanza dal punto G di contatto dei due circoli. 





La Ellisse che per |’ avvolgimento si descrive avrà, com’é noto, in O il suo cen- 
tro ed OA = a sarà il suo semiasse maggiore, b = OB, preso sull’asse delle y il suo 
semiasse minore. Osserviamo una posizione qualunque del circolo mobile di raggio p, 
e sia quella ove la retta che unisce il suo centro C coll’ origine O fa un angolo 


COG = 9 (? < 5 per semplicità) coll’asse OG. 
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Prolungando la OC dalla parte del primo quadrante, sia D il suo incontro col 
circolo fisso. Da questo punto D, contatto dei due circoli generatori, s’ abbassi una 
perpendicolare DE sulla OG. È chiaro che anche in questo punto E il circolo di 
raggio p e centro in G segherà, e per la seconda volta, la OG, e che l’arco DE è 
eguale in lunghezza all’ arco DG. Congiungendo quindi la CE e fatto sulla mede- 
sima EM = b avremo in M un punto dell’ Ellisse richiesta. Si conduca la DM; sa 
rà dessa normale all’Ellisse in M per la nota proprietà di tutte le Cicloidi, Epic: 
cloidi, ec. Si prolunghi la DE sino all’ incontro F col circolo di raggio (a +b) : 
si tiri la OF. Ora dico che la continuazione della normale DM segherà costantement 


sulla OF una porzione OH = (a — 6). Infatti l'angolo COE = DOE = 9 = EOF, 
parimenti DOE=29=DOE + EOF = DOF ed essendo quindi CM — CE —ME = nerd 


L 


a 
si deduce pel parallelismo OH = a — 6. 

» Descrivendo dunque dal centro d’una Ellisse due cireoli coi raggi a + b ed 
» a — b, cioè colla somma e differenza dei semiassi, si potranno, congiungendo 
» punti corrispondenti D ed H presi nelle circonferenze dei due circoli suddetti so- 
» pra rette egualmente inclinate verso l’asse maggiore, tracciare a piacimento rette 


» normali all’ Ellisse. I punto medio M della DH è un punto dell’Ellisse , e così 
» descrivesi |’ ellisse per punti. » 


NOTA 2. 


La Trajettoria dell’ Ugenio, ortografia della curva pet corsi dei cunei 
nelle volte a botte obblique, è V Evolvente 
della Catenaria. 


Data la equazione della catenaria nella sua forma più semplice 


2 =5 (e+ c°) (1) 


si conducano pel punto O, origine del sistema cartesiano, i due assi Oz, Ox delle 
coordinate. Sia A I’ incontro della Oz colla catenaria (1): è questo il vertice della 
medesima, come per x = 0 dalla (1) risulta Z,= OA = r raggio osculatore nel 
vertice della curva. 

Sia m un punto qualunque della Catenaria preso nel primo quadrante. S’ ab- 
bassi sulla Ox la perpendicolare mp = Z,. Condotta quindi pel punto m la sua tan- 


gente mt (t intersezione della tangente colla Ow) si tiri pm' perpendicolare alla me- 
* 
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desima. L’ incontro m’ di questa perpendicolare colla tangente mt è un punto delia 
Evolvente della Catenaria. 

Infatti si ricava dalla equazione (1) lo sviluppo dell’ arco s della Catenaria 


el tagldae alle en 
s= | ds= x dx {e+e "}——-(e’—e "} =r.— =r. lang 9 
NE È 2 da 


s =r lang 9 (2) 


chiamando 9 l’ angolo mtx che la tangente mt fa colla parte positiva della Ox. 
Dal triangolo rettangolo mm'p risulta 


mm'= mp. lang (m'pm) = m'p. tango 
Essendo però 


x x 


mp = mp. 0059 = Z,.cos 9 = 5 (e+ ear 


) dz\° 
V1+ (2) 
Bee 
mp =r. PAL fakin E SP 
Vee (Pa) 


mp = r: così avremo anche mm'=r lang g e sarà parimenti preso riguardo a (2) 
mm'= s come si volea dimostrare. 

La Evolvente della Catenaria ha il pezzo m'p della sua tangente costantemente 
eguale ad r, sarà dunque la medesima la Trajettoria ortogonale dell’ Ugenio. Tutte 
le serie di semicircoli descritti col raggio r ed i di cui centri sono nella Ox 
(assintote della Trajettoria) vengono dalla medesima segati normalmente. Sia uno di 
questi semicircoli curva direttrice d’ una superficie cilindrica obliqua qualunque. È 
chiaro che la curva sezione di questa superficie colla superficie cilindrica ortogonale 
di cui è base la Trajettoria sarà nella superficie cilindrica suddetta (intradosso d'una 
volta a botte obbliqua con prospetto circolare) al certo una delle curve gobbe dei 
corsi dei cunei. Queste curve si possono considerare come le intersezioni delle su- 
perficie gobbe dei letti dei cunei colla cilindrica dell’ intradosso. 

Premesso w per I’ angolo costante che esprime l’obbliquitä della volta a botte, e 
che è eguale a quello fatto dalle generatrici della superficie cilindrica obbliqua con 
rette perpendicolari al piano ortografico, si ricava facilmente per l’ angolo y che una 
tangente della curva dei corsi o Trajettoria ortogonale nello spazio, fa nel punto M 
(e la eui ortografia è m‘) colle generatrici suddette, la relazione 


x x 


sen y = sen W. COS p 
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Nella pratica applicazione delle volte a botte in isbieco si sostituisce alla Tra- 
jettoria ortogonale, la Elica, vantaggiosa sostituzione , se possibile, essendo, com’ è 
noto, rettilineo lo sviluppo dell’Elica in un piano. L’ errore, che per I’ introduzione 
dell’ Elica pei corsi dei cunei, si fa, è di poco rilievo quando la semidifferenza tra 
l'angolo y all’ imposta della volta e quello T = w in chiave cioè G= 1 (w — 7) 
non oltrepassa 5° o 6°. Per approssimazione s’assegna allora per curva dei corsi 
dei cunei una Elica che nello sviluppo della superficie cilindrica intradossale sega 
qual linea retta le generatriei della volta e fa con queste |’ angolo 


drag 
Va 
2 





NOTA 3. 


In aggiunta a quella del Professor Azzarelli intitolata « Alcune proprietà 
d’una curva trascendente.» Tom. V. pag. 72. 


Si ponga nell’ equazione polare della curva invece di il raggio o = AB e noi 


sen , . 
avremo r = op : LOTTA (1) Il rapporto geometrico del seno all’ arco esistente nell’e- 





quazione rappresenta moltiplicato con p la distanza del centro di gravità dell’ arco 
2:5 = BDC dal centro del circolo di raggio o. Si conduca pel punto B, le cui or- 
dinate polari sono © = 0,r == p, la BC perpendicolare al raggio vettore AD d’un 





punto qualunque m della curva. Sia C I altro segamento della perpendicolare colla 
circonferenza del circolo di raggio p. Supposto r, per distanza del centro di gravità 
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A . #, corda BC 
dell’ arco BDC dal centro A, avremo perciò la nota relazione — = -——-— e so— 
o. are. BDC 
. ie . . ola | sen o % è A 
stituendovi i valori corrispondenti si ricava r,= p. -—- - E chiaro che sarà r,= 1; 
la curva trascendente (1) altro non è che il luogo geometrico dei centri di gravità 
dei successivi archi circolari di raggio p. 
Le infinite ovali tutte tangenti fra loro al polo A che col ramo principale della 


Lu . . Li . FT 
curva (part compresa fra i limiti og = 0 eg = 2. 5) formano la curva trascen— 
dente s’avvicinano sempre più col crescere dell’ angolo © ad un circolo assintotieo 
di raggio zero. Infatti supponiamo che p e l'angolo 9 = 2kr + 9' erescano all’ in- 


finito (0 = coe k = co) sicchè il quoziente-s' avvicini vie più al numero irrazio- 
ss 


se San 
nale a avremo r = a sen g' cioè un circolo di raggio 5 © che è tangente all’ asse 


ABy in A. 

Dividendo per metà I’ angolo che il raggio vettore d’ un punto in cui r è un 
massimo e nel quale il raggio vettore è normale alla curva, come nella nota del 
Professor Azzarelli fu dimostrato (9 = lang 9), si ottengono nei segamenti delle bis- 
settrici di questi angoli colla curva punti le cui ordinate y sono un massimo 0 mi- 


nimo. Si ricava dall’ equazione 


dy  d.r.cose  p 29.cos 29 — sen 29 
dpf Noire 0° 


i 
la relazione 
29 = {ang 29. 


Una costruzione assai facile delle tangenti, dato un punto della curva, è la se- 
guente. 
a equazi a a curva sarà 
La equazione polare della tangente nel punto m della curva sar 
ha sen u. 


=s me € 2 
r senlut9—9) 4 








Qui s’indicano colle r, e 9, le coordinate variabili della tangente: con a l’angolo 
formato dal raggio vettore colla tangente e per questo esiste Ja relazione 


rdp  ç.tang.o _ 


tang. u = : 
De dr 9 — tango 
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; sen € ; 
finalmente avremo nella (2) per 9 ed r — je coordinate d’un punto qualun- 


que m della curva (1). 
Si pongano nella (2) le coordinate del punto € cioè r,= e 9,= 29 e si ve- 

dra ch’ esse fanno identica la medesima. Infatti s’ottiene in questo caso 

0 sen u. tang.u g.lang.o 








— 


r  sen(u—)  Llang.u.coso-seno gseng — sen p (9 — tang.o) 


P + 


r sen © 





e postovi per r il suo valore avremo lidentica 


NE TR: 
sen 9 sen 9 





Questa costruzione sta in relazione evidente col Yeorema dimostrato alla fine 
della Nota del Professor Azzarelli. 

Dal sin qui detto risulta che la tangente in un qunto qualunque m della curva 
passa eziandio per quel punto C del circolo di raggio p, il cui raggio vettore fa 
l’angolo doppio 29 coll’ asse polare. 

Dall’ equazione della curva (1) nella forma ro = pseng si ottengono differen- 
ziando consecutivamente tre volte le seguenti rg + r = p.cos 9; ro + 2r'=— p sen 9; 
ro + 3r' = — pcosp; dalle quali per 9 = 0, ovvero pel punto B della curva si 





ricavano r =p, r= 0, r'= i Il raggio P del circolo osculatore in B sarà adun- 


A 3 
0 : . 
que P= SITE RI Questo valore ci offre un mezzo onde assegnare approssi— 
p+id 4 9 
3 


mativamente il centro di gravità d’ un arco piccolo. 


SENTE 3 1 
Facciasi AE = sed avremo descrivendo colla EB — > un circolo nell’ incon— 

tro M, del medesimo colla bissettrice AD dell’ arco BDC il centro di gravità ri- 

chiesto, sempre supponendo però 29 arco piccolo. Onde esprimere algebricamente 


questo risultato sia AM,= r, avremo dal triangolo AEM, 


Ne € (cos 9 + Y(8 + cos? 2) (3) 
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Il valore bia c, per lo sviluppo dell’ arco corrispondente a r, si ottiene 
dalla equazione ph = > e fatto BC = 2c sara 
2cp 8p sen 9 


O, == —- 


Tr,  coso + (8 + cos” 9) 





pi==iC ( — coso + /(8 + cos? 9)) 


Il valore geometrico di o, verrà più sotto esposto quando s’accennerä alla re- 
lazione di reciprocità che esiste tra la equazione (1) e quella della trascendente 


del Dinostrato (quadratrix). 
Introdotta la freccia DT = h dell'arco BDC nella formola (4) avremo 


mere V (8+ Gem) || 


Un valore più approssimato ed algebricamente più semplice per la lunghezza 





dell’ arco BDC si ottiene applicando la formola (4) al semiarco BD = sa 
Infatti ponendo in questa formola c = p seng risulta primieramente 
2 2 2 5 
EUR! psen 29 La Steele sen? 29 
2 4 
e per 9 posto £ avremo 
Si ___pseng RT) sen” 9 
9 E o + / (Besen 3 Er = 
e semplificando coll’introduzione dei valori e?= h°+ c?= BD’ = 4p? sen? È si ricava 
finalmente 
S;= — C+ y(8e°+ c’) 
oppure 
si= — € + /(8h?+ 9c’) (5) 


Se con s si rappresenta il vero valore dell’ arco sviluppato BDC si vedrà più sotto 
dimostrato che deve sempre essere s,< s. 


i Sue sen : 
Parimenti sarà sempre r,>r> ast pel valore approssimato ottenuto alla (4). 
(0) 


Si può però ottenere facilmente con altro metodo un valore approssimato r,< r. 
Si conduca la AK bissettrice dell'angolo BAD e sia K il suo segamento col cir- 
colo di raggio p. Si tiri quindi la corda BD il cui punto medio, incontro della BD 
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colla AK, chiamo L. L’incontro della corda BC = 2c colla AD é il punto medio T; 
m, sia il centro di gravità dell’ archetto circolare BKD = 29. Abbassata la perpendi- 
colare m, M, sulla AD avremo M, centro di gravità dell’ arco doppio 2BKD = 
BDC = 209. Per la costruzione conducansi ancora la corda KD e la KN perpendi- 
colare alla AD. N è il punto d’intersezione di questa perpendicolare colla AD ; fi- 
nalmente supponiamo per brevità Km,= z,, DM,= ze le freccie KL — h,, DT = h 


2 > 
;. (6) 


Per archi piccoli sono al centro sensibilmente eguali 1 rapporti: = 
I 


Ta 
(3 
rei 


È chiaro quindi che noi avremo DM,=z=DN+NM,= DK. sen 3 + Km, cos? 


z —2p sen? x + 2' cos 5 


e coll’ ajuto dell’ approssimata (6) segue 


zh = 29 ! 7, 
zh =2ch sen RÉ h'.z.cos 9 


Per le sostituzioni h,== (1 — cos 2): h = (41 — cos g) si ottiene con breve 








pi 
RR, h 
riduzione (elio ala 
9? 
9 1 
+ cos 9 
Fatto BD=e, e cos i == cos DBC = si ottiene 
e 
he 2 
eh (7) 
e+ = 


2 
La distanza z del centro di gravità dal vertice D dell’ arco è approssimativa— 


| Ener. 
mente quarta proporzionale della freccia h, semicorda 5 dell arco BD, e della som- 


ma e+ 2 
5% 
2 sen 9 
Per questo valore si trova r,=p—2<7r <p Saat 
e he e.c (e + 2c) 


e quindi = PL —  — 0 
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Come col primo valore approssimato r, avremo ora lo sviluppo s, dell’ arco BDC 
aa Met AE) 
ato ae aA Oh esce + 2c) (er 26) 


2 


c + 2e 
illa ha Ny 8 
Ey (8) 
Sots 


Questo valore s, può essere facilmente costruito con triangoli simili e portato 
sulla tangente nel punto B a partire dal medesimo. 


Per conoscere pitt esattamente l'errore che con ciascuno di questi valori ap- 
prossimati si fa serve il seguente sviluppo. 


Abbiamo trovato si= — € + y(8h°+-9c0°) 
C+ 2e 
e 
e + 2c 
e per s facilmente si ottiene facendo e = h* + «= c° (1 + u”), come pure h — cu 
i 4 h 
per cui sara tang 


— eS 
C 


el, (« oe :) arc [tang = u). 


1 
Risolvendo are. (tang = u) = u — gl + lu — qu’ +.. 


. come pure 1 ra- 
6) 
7 8 
dicali ¥(1 + u°) e V(t +50) nella formola suddetta per s, e s, avremo con 


2 





DO |-S 


brevi riduzioni 


2 2 2 2 
— De (id +e a REZZA 
e( 3, Dong Or DI ) 
s,= 2e(1 ont Lors ra a à eee 
2 1 5 
Je MARA ERI PRIN AT 
Sa 2e (1 + zu gu +408" ) 
Trascurando le seste potenze della funzione al certo piccola u = lang = segue 
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e si ricava ancora 


Sr ome pure Sis r (s,— $,) 
= — c yur — a — _- . 
s—s 2 MO E 





Ecco la relazione di reciprocità tra l’equazione (1) e quella della curva trascen- 
dente del Dinostrato. 

Si supponga la secante BCzx' per asse d’un nuovo sistema di coordinate polari. 
Un numero infinito d’ archi circolari passino pei due estremi B e C della secante. 
A partire dal punto B si trasportino sulle rispettive tangenti i loro sviluppi. Qual’é 
il luogo geometrico degli estremi di queste rette ? 

Si conduca nel primo quadrante pel punto B una retta qualunque BG, e chia- 
misi 4 I angolo GBC. La BF perpendicolare alla BG sega in F la retta AD bisset- 

. i BC ee 
trice dell’ angolo BAC. Si descriva col raggio BF = —— = l'arco BDC, 
2 sen d sen y 
sarà questo un qualunque degli innumerevoli archi circolari suddetti. Prendendo 
sulla sua tangente BG la Bu = R eguale allo sviluppo dell’ arco BD'C, sarà x un 


2ch 


punto della curva richiesta. Si ricava adunque R = ~ nota equazione polare 
sen y 








della curva del Dinostrato. 

Si ottiene facilmente pel vertice CP = 3c qual raggio osculatore; e prolungata 
la CB sino ad H, sicchè HB —c, e descritto con HQ = 3c = P un arco di circolo 
avremo approssimativamente sulla tangente Bn del circolo di raggio £ lo sviluppo S 
dell’ arco circolare BDC. Dal triangolo HBn segue 


s— e(— cose + (8 + cos? d) =>. 


come dalla (4) è chiaro. 
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SUR LES TRAJECTOIRES SOUS UN ANGLE QUELCONQUE DONNE, 
D'UN SYSTÈME DE CONIQUES, PLANES ET SPHERIQUES, 
HOMOFOCALES. 


PAR 


M. WILLIAM ROBERTS 


4° Nous emploierons pour la solution du problème proposé , la méthode des 
coordonnes elliptiques, qui se prete trés avantageusement aux recherches de ce 
genre — Considerons, en premier lieu, le cas de coniques planes — La position d’un 
point (4, v) est determinée dans le système elliptique, par l’intersection d’une el- 
lipse (25 est la distance donnée entre les foyers) ayant pour équation, 





2 2 
Di Y 
_ + © — | 
pe wee ue b? 
avec une hyperbole homofocale 
2 2 
x 
PET; aL 
v Da ; 


Soient ds, ds’, les élémens des arcs d’une hyperbole v, et d’une ellipse 4, respec- 
tivement et l’on aura 


2 2 3 3 
J À v I P- v 
of ade, a a. 


Il est évident que deux courbes données par les équations différentielles, 





Mds + Nds — 0 M’ds + Nds = 0 
NM 


5 NM’ = . . 

sentrecoupent sous un angle «, ayant === pour tangente trigonomelrique. 

p g ? y MM: “= NN’ p Ò g q 

Il s’ensuit done qu’étant donnée une famille de courbes ayant pour équation 
differentielle , 


Mdy + Ndy = 0 


l'équation de la famille coupant les courbes de celle-ci sous un angle donné, +, sera 


e eee 


aoe CRE) À 
Md + Ndv + tan 1 be 2 Ndu — = A Mdv) — 0. 
p— b b" — v 
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Supposons maintenant que M == 1, N — 0, et nous trouverons pour l'équation de 
la famille de courbes coupant le système d’ellipses homofocales, u. == const: sous un 
angle constant a, 


du tan «dv 
Vee b’ Vo — 9 3 = 


Cette équation s’integre tout de suite, et nous donne pour les trajectoires cherchées 
la formule suivante, 


ae are (sin = +) 
Pest Ve b? = Ce 2 


C designent une constante arbitraire. 
On arrive ainsi de la manière la plus simple, au résultat trouvé par M’. Mai- 
nardi (Annali di Scienze Matematiche e Fisiche tom. I. pag. 251.) 
2° Dans le système des coordonnées elliptico-sphérique la position d’un point sur 
la sphère 
+ y+ v= 1 


est determinée par l'intersection des coniques sphériques homofocales, situées sur 
les cônes orthogonaux, 


x | y 22 Er x ÿ 2 Dar 
alari en a 

b et c etant deux constantes données, dont c est la plus grande. Remarquons ici 

que si l’on designe par 2y l’are de grand cercle joignant les foyers du système 

elliptique, on aura c sin y = b. Soient aussi ds, ds' les élemens des longueurs des 

coniques v et g respectivement et l’on sait que 


su ERI 
a) nn 
ds=\/ a — dé , ds dv. 
(EB) (e) be). 
De la même manière precisément que nous l’avons fait pour les coniques planes, on 
peut démontrer qu’étant donnée une famille de courbes ayant pour équation 


Mdu+Nd = 0 


l'équation des trajectoires de ce système sous un angle a, sera 


Tey iw (=) 
Mdu + Nd + | Ver es = — Vas CMe tan «—0 
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Pour en tirer I’ équation des trajectoires d’un systeme de coniques sphériques ho- 
mofocales, faisons M= 1, N = 0, ce qui nous donnera pour l'équation cherchée, 


de tan adv 


TPE Ve” 


3° Si l’on pose 


vo 
oa 
La 
on) 
so 


= ETA SEA VI b sin > 
c? così? + d° sin?0 ? 


l'équation qu’on vient d’obtenir peut s’écrire, dans Ja notation des fonction elliptiques, 


F (k,6) — tan a F (k',9) = € 


2 2 
Ve 
où les modules k et k', qui sont complémentaires sont respeclivement égaux a — 

c 

Jb ee brr; rants 

et A=, et où l’on désigne par C une constante arbitraire. Il est assez remarquable que 
c 


cette équation, qui est transcendentale en général, devient algébrique dans un nom- 
bre infini de cas, ce qui n'arrive jamais pour les coniques planes. Supposons par 





1 . . ‘ . 9 . . 
exemple que k= k'= Va: ce qui revient à dire que l'arc de grand cercle joi- 
2 
onent les foyers du système elliptique donné est égal à 90°, et soit tana =m, 


m, étant un entier quelconque, ou bien une fraction rationelle. Alors l'équation 
F (sin 45°,0) — mF (sin 45°,¢) = C 


en vertu de la propriété fondamentale des fonctions F, peut être remplacée par une 
relation algébrique entre x et v, ce qui nous conduit au theoréme que voici. 


Etant donné un système de coniques sphériques homofocales, la distance entre les 
foyers étant égale à 90°, les trajectoires de ce système sous un angle dont 
la tangente trigonométrique est un entier, ou bien une fraction rationelle, se- 
ront des courbes algébrique. 


Dans le cas particulier où l’on am = 1 , ou ce qui est la même chose, a = 45°, 
l'équation des trajectoires d’un système de coniques tel qu’on vient de considérer , 
sous un angle de 45° sera, en désignent par dè un angle constant, 


ba cos 0 = (FOA + IT ER 
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Supposons encore que k'— ia — 1. Alors l'échelle de Lagrange nous donne 
= 1/2 F (Kid) 
9 et d étant liés pour la relation 
sin (29 — 9) = (#2 — 1)sin0. 
Par conséquent l'équation des trajectoires devient, dans ce cas, 
V2 F (k',y) — tan aF (ko) = C. 


Si l'on suppose en outre, que tan a = m y2 m étant un entier quelconque, ou bien 
une fraction rationelle, cette équation prend la forme, 


F (4,9) — mF (kg) = C 


et elle équivant à une relation algébrique entre les fonctions trigonometriques de y 
el ©, ou bien encore entre x et v, eu égard à la liaison algébrique d’après la- 
quelle | dépend de 0. Voici done ie theoréme qui en résulte. 


Etant donné un système de coniques sphériques homofocales, dans lequel le sinus 
de l’arc moitié de la distance des foyers a V2 — 1 pour valeur — les courbes 
trajectoires d’un tel systeme sous un angle ayant m ÿ2 pour tangente trigono- 
métrique, m étant un entier ou bien une fraction rationelle, sont algébriques. — 


Supposons pour dernier exemple que k'= sin 15° c’est à dire soit l’are joignant 
les foyers égal à 30°. Alors 


PIVA 


où les amplitudes © satisfont à la condition, 
tani(o + ©) = Yang 
et l’équation des trajectoires peut s’écrire ainsi 
V3 F (k,6) — tan a F (k,0) = C 
ou bien encore, en faisant tan a = m 3 
F (k,6) — mF (k,o) =C, 


d'où il résulte le theoréme suivant. 
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Etant donné un sisteme de coniques spheriques homofocales, l’arc de grand cercle 
joignent les foyers étant de 30°, les courbes trajectoires d’un tel système sous un 
angle dont la tangente a m v3 pour valeur, m etant un entier ou bien une 
fraction rationelle, sont algebriques. 


Parmi les belles recherches de Abel sur les trasformations modulaires des fonc- 
tions elliptiques de première espèce, on trouve ce theoréme fort remarquable — Si 
une fonetion F peut se transformer en une autre a module complémentaire, le rap- 
port des deux fonctions sera la racine carrée d’un nombre impair — Pour chaque 
nombre impair il existe un module particulier, qui dans notre recherche actuelle 
fournira une distance particulière entre les foyers du système homofocal — Il ré- 
pondra done a chaque valeur particulière de y, déterminée ainsi, un nombre impair 
2p+-1: et les trajectoires du système homofocal dans ce cas sous un angle dont la tan- 
gente est égale à m V2p + 1, m étant une entier ou bien une fraction rationelle, 
seront algebriques. — 

4? D'une manière parfaitement analogue, ou peut déterminer les trajectoires sur 
la surface d’ellipsoide, des lignes de courbure sous un angle quelconque donné — 
Soit p le demi-axe majeur de l’ellipsoide donné, et p,v les coordonnées élliptiques 
qui déterminent la position d’un point sur la surface — Alors une famille de cour- 
bes, donné par l'équation différentielle. 


Mdu + Ndv = 0 
sera coupée sous l’angle « par une autre famille, representée par l’équation 


Mdp. + Ndy 


N di 2 bee e—y2) = JD A) PTS a A TE TE = 

+ DES i que u (EEE Mi ty sei. 
pv) (Sn Ca nen 

Il s'ensuit donc que les lignes de courbure 4 sont toutes coupées sous un angle 

constant « par les courbes données par l’équation 
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SOPRA LA TRASFORMAZIONE DEL SIG. JERRARD 
PER L’EQUAZIONI DI QUINTO GRADO. 


- Nel num°. 21 del Quarterly journal of pure and applied Mathematics, e nel 
num°. 1° tom. XLI Archiv der Mathematik del Sig. Grunert vengono riportati al- 
cuni paragrafi di una dissertazione Matematica publicata in Svezia fin dal 1786, 
nella quale si trova dimostrato che è sempre possibile di ridurre un’ equazione di 
quinto grado ad una forma trinomia, con trasformazioni dipendenti dalla risoluzione 
di equazioni di grado inferiore al 5°. È noto che in questi ultimi tempi il Sig. Jer- 
rard era giunto alla medesima conclusione, cioè che ogni equazione di quinto grado 
si può sempre trasformare in altra che sia riducibile alla forma trinomia 


x — x— a — 0 


non adoprando per la riduzione dei coefficienti che radicali quadrati e cubici. Una 
riduzione si interressante, ha aperto la via a risolvere una tal equazione per mezzo 
delle funzioni ellittiche, come ha fatto il Sig. Hermite. Non sara dunque discaro ai 
_lettori dei nostri Annali, che vengano qui riportati i paragrafi VII, VII, IX, X, XI 
della dissertazione suindicata, e restata incognita ai Geometri per una si lunga serie 
di anni. La riproduzione di una parte di questo scritto ci sembra tanto più oppor- 
tuna, da che sullo stesso argomento, nel tomo 4° di questi Annali si trovano pub- 
blicati alcuni articoli, de’ quali ne richiamamo gli enunciati: 

1° Sulla determinazione dei coefficienti della trasformata di Tschirnaus: applica- 
zione alla ridotta di Jerrard dell’ equazione generale di quinto grado. Nota del Pro- 
fessor G. Lavagna, pag. 238. 2° Sulla risoluzione delle equazioni di quinto grado: 
Articolo del Prof. F. Brioschi pag. 256; Appendice all’ articolo sulla risoluzione 
delle equazioni di quinto grado del Prof. F. Brioschi pag. 326. 

Tom. VI. N. 1. 5 
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Il titolo della citata dissertazione è il seguente 


B. cum D. Meletemata quaedam mathematica circa transformationem aequationum al- 
gebraicarum , quae consent. Ampliss. Facult. Philos. in Regia Academia Caro- 
lina Praeside D. Erland Sam. Bring, Hist. Profess. Reg. et Ord. publico Eru- 
ditorum Examini modeste subjicit Sven Gustaf Sommelius, Stipendiarius Regius 


et Palmereutzianus Lundensis. Die xiv Decemb. MDCCLXXXVI. L. H. Q. S.— 
Lundae, typis Berlingianis. | 


see ese 


§. VII. 


Ab aequationibus quibuscunque cubicis prout nobis libitum fuerit transformatis 
ad aequationes biquadraticas mediante aequatione quadratica similiter trasformandas 
pede inoffenso progredi licet. 

Sit igitur proposita haec aequatio 24+ n2°+ pz + q — 0 — A, in qua exulat 
terminus secundus, ne majoribus, quam omnino opus est, prematur res difficultati- 
bus. Quod si secundus terminus adfuerit certe eum expellere haud mediocre operae 
pretium erit. 


Sit aequatio subsidiaria 2°-+ bz + a + y — 0 — BD; post exterminatam litte- 
ram % erit 


y'+ 4a „+ 6a’— 6na | + 4a— Gna? 
— 2n i + nb? + 3pb | y + Qn? + 4q.a 
+n°+ 2g] + 6pab + 2nb°a ly 
— npb + 2nq + p? 
— pb — Agh? 


+at— 2na?+ n° + 2q.a° 
+ 3pba° + nba? — Ang — p°.a gina, 
— pnba — Agb’a — pb’a BT 


+ gb'+ ngb’— gbp + q° 
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In hac aequatione facillimo negotio expelluntur terminus 2:dus et tertius, si ponatur 


i n 
1:mo 4a — 2n = 0 sive 45 et 


2 


2:do nb°+ 3pb + n° + 2q— = = fir 





Verum longe fructuosior videtur exterminatio 2:di et 4: termini, cum per eam ae- 
quatio biquadratica in quadraticam abeat facillimeque resolvatur. Ad rem eo facilio- 
rem reddendam cum ex iis quae proxime antecedunt, constet, quomodo exterminen- 
tur terminus 2:dus et 3:tius, ponamus hane exterminationem jam dudum factam 
esse. Ut sic haec aequatio proposita 
a4 ps +q = 0 — À 

sit insuper aequatio subsidiaria ut supra 

R 

2+b+aty=—0=B 


post exterminatam litteram 2 eril 


y+ 4ay°+ 6a°+ 3pb| + a+ 4qa 
| + 2q ariano y 
— pb — Aqb° 
+ a'+ 2qa°+ 3pba? | 
+ pa — Agb’a — phaÿ | = 0= C. 
+ gbi— qpb + 7° 
In qua aequatione si ponatur a = 0 nec non 


— pb’ — A p°=0= D 


necesse est fore ut evanescant terminus secundus et quartus; Quo sit ut haec ae- 
quatio formaliter adhuc biquadratica C fiat materialiter quadratica. 

. Valor igitur +8 b cum facile innotescat resolvendo aequationem cubicam D, nec 
non valor 73 y noscatur post peractam resolutionem aequationis quadraticae C, non 
potest amplius ignorari valor 782, qui e tenebris suis eruitur, ubi aequatio qua- 
dratica B resolvatur Q. E. F. 


* 
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§. VII. 


Quod si quis terminum tertium et quartum exterminatos voluerit, incurritur 
quidem in difficultatem quandam primo intuitu haud ita levem et exiguam, quin 
nos valde sollicitare debeat; Imprimis cum vereri possimus , ne hujusmodi difficul- 
tales in transformandis aequationibus altioris praesertim dignitatis saepissime locum 
inveniant, sintque ad expellendum tertium, quartum ceterosque terminos forsitan in- 
superabili nonnunquam impedimento. Scilicet ad exterminationem simultaneam tertii 
et quarti termini aequationis biquadraticae requiritur, ut sit 


— 6a°— 2q 


1:mo 6a°+3pb + 29 = 0 sive b = = 


3:do Aa? + Aqa + 6pba — pb? — Agb’+ p? = 0. 


Ex quibus ubi exterminetur sive littera a sive littera 5, proficiscitur inde ae- 
quatio quaedam, in qua alterutra harum litterarum ad majorem dignitatis gradum 
evecla sit quam 2 sive quantitas incognita in aequatione proposita, ut hoc modo ad 
resolvendam aequationem minoris dignitatis opus nobis sit resolutione aequationis 
difficilioris sicque malum in pejus ruat. 

Qualiscunque autem haec difficultas in ceteris aequationibus futura sit, certum 
est, illam in praesenti occasione facile tolli posse. Nam si in aequatione biquadra- 
tica proposita primo exterminentur terminus 2:dus et 3:tius, quam exterminationem 
possibilem esse vidimus, et transformatio deinde instituatur reciproca, nemo est Ma- 
thematicorum quin concedat hoc modo exoriri aequationem biquadraticam orbam et 
3:tio et 4:to termino, Q. E. F. De reliquo, ut nemo non luculentissime videt, om- 
nes aequationes cujuscunque dignitatis posse mediante aequatione quadratica transfor- 
mari in aliam, in qua una cum 2:do termino evanescat sive tertius terminus, po- 
sita possibilitate resolutionis aequationis quadraticae sive 4:lus terminus posita pos- 
sibilitate resolutionis aequationis cubicae, et sic porro, ita neminem dubitare credo, 
quin generaliter ope hujus trasformationis nunquam plures quam duo termini insimul 
evanescentes fieri possint. 


§. IX. 


Ut igitur in aequatione quadam exterminentur tres termini, videt quilibet opor- 
tere, ul aequatio mediatrix minimum sit 3:liae dignitatis. 
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Sit igitur aequatio biquadratica proposita 


m + q — 0 =! 
et sit aequatio subsidiaria 
+ + b3 + a+ y—=0—B 


post explosam litteram 3 erit 


yt + 4a at 6a’— 9pa | +4aì— 9pa° + 6p°a 
— 3p| +3pbc+ 4qb {y° + Agc’a + 6pbca 
+ 2qc° + 3p° | + 8qba — pl’ 
— Agcb? — 3p?cb 
— 5pqb + 4q°c 
si PAC Dep. 
+ a'— 3pa>+ 3p°a° 
+ 2qc°a°+ Agha?-+- 3pbea? 
+ pqc'a — 3p°bca — pra 
+ p°c'a — Agb’ca + Ag’ca 
—5pqba — pba 
+-qb4+- 3pqcb’+- 2q7b? 
— pqbc'— Ag’c’b + p°qb 
+ g°ci_ pg°c + q° 


Ad exterminandum omnes tres terminos intermedios hujus aequationis C, post cal- 
culos rite subductos nemo non videt requiri ut sit 


P 


dimo, a = 34; 


a 


2:do, 24pbe + 169c°+ 32qb — 3p? = 0 = E, 


3:tio, — 2pb?— 8qb°c +2p°c— 3p7be + Apgqe?— 6pqb + 8q°c + pî = 0=F. 
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Quod si aequationibus E et F exterminetur b exoritur haec aequatio 








+ 24p° Sr 7.2 dam 540.24p°q°ci 
eng C — C 
— 5.16p9° | — 8.169 | + 180.24p° | _ 
Sy Cc 
+ 500.32p°q° 


+ 945.16p°q 


+ 15.32.369°p' 
ud 3: 
+ 400.32pq' 


C —3, 
+ 4.32q° 





eras 
+ 7.32p°q° 
pae è 27 p° 


— 0: 


Quae aequatio G est sextae dignitatis. Est quidem verum, potuisse litteram d reti- 
neri exterminando ex aequationibus E et F litteram c: Verumenimvero nec in hoc 
casu exoritur quaedam aequatio minoris cujusdam dignitatis. Credi forsitan potest 
heic non adesse nisi speciem quandam sextae dignitatis, revera autem suh hac for- 
ma latere aequationem quandam minoris dignitatis, inprimis cum vix intelligatur 
quomodo expressio radicis aequationis biquadraticae contineri possit expressionem ra- 
dicis aequationis sextae dignitatis. Quicquid autem sit, ad expellendos omnes in ae- 
quatione biquadratica terminos intermedios videtur opus esse resolutionem aequationis 
sextae dighitatis. Est haec difficultas eadem, quam antea in § 8 commemoravimus 
cui autem tollendae eadem non sufficit medicina, ac quae~in loco citato adhibita 
fuerit. Hane autem difficultatem in exterminandis cujusdam aequationis tribus termi- 
nis haud semper esse invincibilem infra videbimus. 


§. X. 
Sit aequatio proposita 
D + pet ba +r=0=A, 


in qua exulat et 2:dus et 3:tius terminus. 


Sit aequatio subsidiaria 


244 d+ ci + b:+ a+ y=0= B, 
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Exterminetur littera z erit 


y— 3pd „+ 3pbe + Agbd + 5rb 
+ 
— 4q + 5a i + 2qc*+ 5red — 3p°c : 
+ 69° — Apr + 5pqd + 3p°d? ; 
— 12pda — 16qa + 10a° 
— pb’— Aqb’c — 5rb°d + 3p°b° + 9pbca + 12qbda 
— Srbc° — 3p°bcd + 2pgbe — 5pqbd°+ 15rba 
+ pr —.8q°.bd—Alrq — 3p*.b + 6gc’a + 15rcda 
+ pe + pqe°d + 8rp — 4q?.c*— 9p°ca + 18q°a 
tab MER 


+ i Tpr.cd’— 2qr + 3p?.cd — 12pra + 15pqda 
+ 2p°q + 5r°.c— p°+ 3rq.d? + 9p°d°a 
— gp’ + 5r°.d'— pq’ + rp?.d — 18pda* 


+ pt— Aq?-+ 8rpq + 10a°— 24qa° 


In qua aequalione G praetermittantur 5:tus et 6:tus terminus, cum de illis nondum 
quaeratur: Sed in exterminando terminum 2:dum, tertium et quartum videt quili- 
bet oportere 

Spd + Aq 


5 0=D, 


41:mo a — 


2:do 15pbc + 20qbd + 25rb + 109ce+ 25rcd — 15p°c È 
— 0) — 
3p d’?— 23pqd — 2q°— 20rp 


nec non tertio oportere coefficientem quarti termini etiam esse aequalem nibilo, quae 
aequalio appelletur F. 


+ 1 3pd + Aq 
Quod si in hac aequatione F in locum 78 @ ponatur eius valor = 2, nemo 


non videt, litteras b, c et d per hanc substitutionem haud evehi ad majorem di- 
gnitalis gradum ac antea. Ubi autem ex aequationibus E et F exterminetur sive à, 
sive € sive d non potest non exoriri aequatio quaedam sextae dignitatis, quae for- 
sitan nec hane formam mentitur, nec ad minorem gradum ullo modo detrudi potest. 
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Attamen hujus quantaecumque difficultatis removendae quaedam haud usque adeo 
tenuis spes ostenditur. 


SALI 


Si in aequatione E, quae revera non est aliud, quam tertius terminus aequationis C. 


3pd + Aq 


in quo in locum +8 a sustitutus est ejus valor » ponatur 


b=ad-+¢ nec non c=d+7 


mutabitur haec aequatio E in hane aequationem 


+ .15p + 20g.« + 15pa + 20q + 25r.y 
— 3p°+ 10q|d° + 15p + 20q.¢) d 
+ 25r} + 25ra — 15p°—23pq 


ie 10qy7° 
+ 15 pt — 15p.y| = 0 = G. 
+ 25ré — 29° 2rp 


Quod si ponatur 
3p — 109 — 25r 
Ds 


15p + 20q 
et | 
__ 15pay — 25ra — 20qy — 25ry + 15p° + 23pq 
FG 15p + 209 
nec non 


15qy?— 15p° | + 25re 
+ 15p¢ ; — 29° |—0. 


——2rp 


a 


Videt quilibet ad inveniendum valores twy È et y non opus esse resolutione cujusdam 
alius aequationis quam quae est quadratica. Facillimo igitur negotio detectis valori- 
bus tov a, 6 et y nec non postea-substitutis in sua loca in aequatione G, non po- 
test non evanescere tota haec aequatio G, altero termino destruente alterum, quo sit, 
ut in aequatione C totus etiam evanescat terminus tertius. 
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His peractis subslituamus in termino quarto ejusdem aequationis C in locum 8 a 
sa" 3pd + Aq | Senora Be 
eJus valorem ——-——* nee non in locum sb ejus valorem ed + & quin etiam in 
locum 78 ¢ ejus valorem d + y; scilicet litteris «, & et y ita determinatis, ut illas 
determinandas esse nuper antea observalum est, non potest non supradictus terminus 
quartus abire in aequalionem quandam, in qua non nisi una littera d ut incognita 
locum habet, Hujus autem litterae d maxima dignitas ut tertium gradum haud ex- 
superare potest, ita resolvendo aequationem cubicam patebit, quinam valor huie lit- 
terae competere debeat, ul quartus terminus aequationis C evanescat. Cum igitur 
per determinationem 78 a evanuerit 2:dus terminus nec non per determinationem 
tov b, C, x, 6 et y evanuerit 3:tius terminus et per determinationem denique 78 d eva- 
nescat terminus quartus, constat hoc modo tres priores terminos intermedios in qua- 
libet aequatione quintae dignitatis posse exterminari. Q. E. F. 





OSSERVAZIONI SOPRA I PRECEDENTI PARAGRAFI. 


Se le due equazioni del §. VII, del 4°, e 2° grado fossero dotate di coefficienti 


in tutti i termini, e della forma 
rat n°+pe+q=0 , 2+ bz Ha +y=0 


allora I’ ultimo termine dell’ equazione risultante in y, rappresenta 0 una funzione 
omogenea di quarto grado fra le tre indeterminale a, b,c, od una funzione omo— 
genea di secondo grado fra le quattro indeterminate q, p, n, r. Potrebbe anche dirsi 
una funzione omogenea di sesto grado fra sette indeterminate a, b, c, q, p, n, r. 
Similmente il coefficiente della y rappresenterebbe una funzione omogenea di terzo 
grado fra le tre indeterminate a, b, c, come nello stesso tempo sarebbe una funzione 
omogenea di secondo grado fra le altre indeterminate q, p, n, r ovvero una funzione 
omogenea di quinto grado fra le sette indeterminate, a, b, €, q, p, n, r. Con. le stesse 
legge precederebbe il coefficiente della y°. La medesima osservazione hà luogo per 
le altre due equazioni riportate al §. IX, quali dotate di coefficienti in tutti i ter- 


mini sarebbero della forma 


rt po+q=0, dé+c+bz +a+y=0 
Oe vie Ne" È 
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L'ultimo termine dell’equazione in y è una funzione omogenea di quarto grado fra 
le quattro indeterminate a, b, c,d, ed insieme è una funzione omogenea di terzo 
grado fra le tre indeterminate r, p,q e potrebbe dirsi una funzione omogenea di 
settimo grado fra le sette indeterminate a, b, c, d, r, p,q, egualmente gli altri coef— 
ficienti di y, y* sono funzioni omogenee di gradi inferiori: più generalmente verreb- 
bero a comporsi delle funzioni omogenee 0 per l'eliminazione di una incognita fra 
due equazioni complete di quarto grado, come può vedersi in una Memoria del 
Sig. Di Bruno nel tom. 6. degli Annali di scienze Matematiche e Fisiche tom. 6. 1855, 
od anche per l'eliminazione della x, fra le due equazioni 


axt+ br + ce + de +x=0, quit re’+ sa +t—y=0 


e può consultarsi una mia Memoria inserita nel tom. II. di questi Annali 1859. 


° Nota sulla composizione di una forma biquadratica. Insistendo sulle stesse traccie, 
se l’equazioni del §. X fossero della forma 


B+ ps+ ga +r=0,  e+d8+c0+b+a+y=0. 


L’ultimo termine dell’ equazione risultante in y rappresenta una funzione di quinto 
grado fra le cinque indeterminate, a, d, c, d, e ed è simultaneamente una funzione 
omogenea di quarto grado fra le quattro indeterminate r, q, p, s, ovvero una fun- 
zione omogenea di nono grado fra le nove indeterminate, a,b, €, d, e, r, q, p, s. Sa- 
ranno pure funzioni omogenee dei due sistemi d’indeterminate gli altri coeffieienti 
delle respettive potenze della y: Aggiungiamo che tali funzioni 0 forme omogenee 
per la moltiplicazione di altre forme somiglianti si riproducono egualmente nuove 
forme somiglianti. Questa proprietà rimarcabile può somministrare in diversi casi 
particolari la risoluzione di alcune equazioni indeterminate; si possono consultare 
sopra questo argomento le note di Lagrange all’ Algebra di Eulero, la teoria dei 
Numeri di Legendre, ed una mia Memoria inserita nel tomo I. di questi Annali. 


BarnaBA TORTOLINI. 
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RISOLUZIONE DI PROBLEMI 
RELATIVI ALL’ ELLISSE ED AL CIRCOLO. 


Sulla curva luogo geometrico dei raggi di curvatura di un’ ellisse data. 


1° Dal centro di un’ ellisse, e sulla direzione di un semidiametro r si prendano 
altrettante rette eguali ai respettivi raggi p di curvatura dell’ ellisse data; si domanda 
la curva che passa per le successive estremità delle rette p. 

Sia un’ ellisse di semiassi a, è con l’origine al centro, r un semidiametro di un 
punto qualunque (x, y), e p il raggio di curvatura, si avranno come è noto l’equazioni 


att = w+ y 
V(a'y°+ btx*)? 
alb 


p se 


Ciò posto se dal centro dell’ ellisse lungo il semidiametro r si portino le lunghezze 
uguali al raggio di curvatura p, e si chiamino X, Y le coordinate delle loro estre- 
mità, si avrà ancora 


= X°+ \é ; Ti, y= — 
p n 


e la curva luogo geometrico dei raggi p si otterrà dall’ eliminazione delle x, y en- 
tro le precedenti equazioni. Sia u l’angolo polare che ambedue i raggi r, p formano 
con l’asse delle x, avremo 


X=? C08Ù , y=rsenu 
e quindi dall’ equazione dell’ ellisse, e dal valore di p deduciamo 


272 
a b 
re —— è a*b8.°= r° (ah sen’u + b4 cos? u)? 
a sen u + b cos u 
d'onde per l’equazione polare della nuova curva otterremo 
(a* sen?u + b* cos?u)? 
(a? sen?u + b* cos?u)? 





ab’ — 


è 
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Per l'equazione in coordinate ortogonali, sostituiamo i valori 
X x À 
COS U == — , senu ——, p =X? Y° 
p P | 


si avrà 
a°b° bee le (a°Y?+- DAES (a4 Y? + b'X?)? 


la quale elevandosi all’ ottavo grado, indicherà che la curva è di ottavo ordine. Essa 


è chiusa ed i suoi assi sono nella direzione degli assi 2a, 20, della ellisse, ed eguali 
2 2 


ai parametri Zu i quali ridotti alla loro metà rappresentano i raggi di cur- 
2 | 








vatura ai vertici dell’ellisse: alla stessa conseguenza si giunge col fare successiva- 
mente nell’ equazione della curva Y= 0, ed X = 0, il che porge 


1 a? 
| — — Ver 
X ; 7 


2° Il perimetro della nuova curva si riporta ai trascendenti ultra ellittiei, ma 
la sua quadratura dipende da integrali, che si riferiscono al rapporto x. Infatti fa- 
cendo uso delle coordinate polari, la formola per la quadratura è 


1 
ART 2 
As 5 |P du 
e per il nostro caso diviene 


È 1 at sen?u + b* cos?u\ 3 4 
= : Er Fr U 
90°b* a? sen?u + bd? cos’u 


Questo integrale si può esprimere in termini finiti; integrando fra i limin u = 0, 





T A 
u ir otterremo la quarta parte dell’ area della nuova curva: per ridurre l’inte- 


grale alla forma di altri integrali definiti già cogniti decomponiamo per mezzo della 
divisione la frazion trigonometria sotto il vincolo integrale , il che si eseguirà facil- 
mente dopo di aver moltiplicato il numeratore, e denominatore per (a?+- b?)? : pon- 
gasi di più per brevità i 


M = a° sen°u + b° cosìu 


si ricaverà per la quarta parte dell’ area 


(a+ br) [2 ( ab \3 
A° Med pt 
20’ Ter x) qu 
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quale dallo sviluppo della potenza, diviene 


ves (a° + b°) pe ab (rdu ali  (rdu aoe 2) 
TESE @+b) JM) MO (+) M 
Ora in diverse mie Memorie pubblicate nel 1845, e 1846 nel Journal de M’. Crelle 


à Berlin tom. 31, e 34, non che in altra mia Memoria nel giornale Arcadico 1847 
mi occorse di dover calcolare questi integrali definiti, quali sono 


due FS En 
o M 2ab’ MO Aa da 


frdu T 3 2 3 9 
ÉTÉ ETAT pi) 


Sostituendo tali valori, e riducendo, si avrà 


__rf(a +8) 15(0°+ 0) de) 
À = Cilia Sab Fun 
e che potrebbe scriversi 


_ zfla' +0) (a—b)  (a’-+ b°Y+ 4a?b° 
bei i( a°b° qe 8ab ) 











da ; ir mai, di 
La supposizione di a = b, ridurrà il secondo membro a, Tee alla quarta par- 
te dell’ area di un circolo, come d'altronde è chiaro. Alla riportata curva ci si as- 
socia con una dipendenza del tutto semplice la curva luogo geometrico delle normali: 
infatti per la normale n= R, nell’ ellisse, e per il raggio di curvatura ©, si ha 


2 


IR pea” po 
Rn ; ovvero bo = 5 
Ma per l’equazione polare si è trovato 
RA at sen?u + bd! cos*u\3 
bp = | ——— —__ 
a? sen u + b? cos?u 





d'onde si ricava per la sostituzione l’equazione polare della nuova curva 
2 6 (at sen’u + dI cos’u 
R SS Gat À EE eet PTE PR 
a? \a senu + b cos u 
In coordinate ortogonali si troverà 


a? (X?+ Ya} (a Y°+ b°X°) = db? (a? E bIX?) 
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e che appartiene al quart’ ordine : di questa pure il perimetro si riporta ai trascen- 
denti ultra ellittici, ma facile, e semplice sarà l’espressione della sua quadratura. 


Sopra alcune formole relative al quadrilatero iscritto al circolo. 


1° Siano a, 6, c, d i quattro lati consecutivi di un quadrilatero iscritto al cir- 
colo, e sia x la diagonale dei lati a, è, e dei lati c, d e sia pure y la diagonale 
dei lati a, ce dei lati b, d. È noto che nel quadrilatero iscritto gli angoli opposti 
sono supplementari per cui chiamando 0, l'angolo compreso dai due lati a, b, si 
avrà per la diagonale æ la doppia espressione 








x= a+ b’— 2abcos 6 , x°= + d°+ 2cd cos 6 
d’ onde si trae 
a+ b—c— d Vi (abe ed) (ae ae 
cos 6 = — ; send — - “al 
2 (ab + cd) 2 (ab + cd). 


Sostituito il valore di cos 9 in uno qualunque dei due valori di 2°, si avrà 


, (ad + bc) (ac + bd) 
% TT. uri. ee 
ab + cd 


Nello stesso modo per l’altra diagonale y? si ricaverà 


2 (ab + cd) (ac + bd) 
ud ad + be. 


Facendo il prodotto æ?y*, si ottiene 
xy = ac + bd 


cioè che nel quadrilatero iscritto il prodotto delle due diagonali è eguale alla somma 
dei prodotti dei lati opposti: Il valore di sen 0 servirà per calcolare la superficie S: 
infatti avremo per essa 


Sa ed sen 6 
2 
e quindi dedurremo 
16S°= 4 (ab + cd)?— (a° + b?— c’— d?)? 
Il secondo membro è una funzione simmetrica delle quantità a, b, c, d, e ponendo 
a+b+c+d= 2p, si ricava facilmente 


S°= (p — a) (p — b) (p—ce) (p — d). 
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Le riportate formole con altre molle sono tutte di già note, e le abbiamo ri- 
chiamate per farne conoscere delle nuove, che si riportano al raggio del circolo cir- 
coscritto : di più queste somministrano un'applicazione all'analisi di Diofanto. 
2° Sia s, la superficie del triangolo di lati (a, d, x), s, di lati (c, d, x), s3 di lati 
(a, c, y), sj di lati (b, d, y), avremo s,+s, = s3-+ sj = S. Ciò posto sia r il raggio 
del circolo circoscritto al quadrilatero, sarà nello stesso tempo circoscritto ai quattro 
triangoli s,, S,, 83, 8,3; per cui come è noto si avrà 
abx cda (ab +cd)x (ab + cd) x 
r=-— = —_; od anche ne ——— 
As, AS, A (s,—+ 52) 4S 
Nella stessa guisa si troverebbe 


(ac + bd) y _ (ac + bd)y 


Moltiplicando fra di loro i due valori di r, e sostituendo xy = ac + bd, si otterrà 


2 (ab + cd) (ac + bd) (ad + be) 
165° 


Quest’ espressione è somigliante a quella del raggio eircoseritio ad un triangolo, 
qualora ciascun fattore binomio si rappresenti per un quadrato, e dati i quattro lati 
del quadrilatero iscritto si conoscerà il raggio del circolo: di più è una funzione 
simmetrica dei quattro lati a, b, c, d, e dati tre con il raggio r, dipenderà il valore 
del quarto lato da una equazione completa di quarto grado: Nell’ Opera L. Eu- 
leri Opera posthuma Petropoli 1862 al tomo 1. pag. 229, Eulero enuncia un 
teorema dicendo che onde in un quadrilatero iscritto al circolo, i quattro lati , 
e le due diagonali si esprimano in numeri razionali fa d’uopo che il prodotto 
(ab + cd) (ac + bd) (ad + bc) si renda un quadrato perfetto , il che si otterrà 
quando presi ad arbitrio cinque numeri f, g, h, p, q si prenda 


a = fgh(g@— p), b=9g (fp + gg)’ — hp° 
c= 2fghpg + h(ff+g°— h°)qa, d=f (gp + fg) —hq 
© = f(fo (p+g°) + (f+9°— py) »y=9 (1 (PR 9°) pa) 


Eulero fa di pitt osservare che con questi valori non si potrebbe mai rendere un 
quadrato perfetto la superficie S: terminiamo questo breve articolo col mostrare come . 
il valore di r° si possa esprimere in funzione dei quattro coefficienti di un'equazione 
di quarto grado, della quale le radici siano a, d, c, d: sia adunque l'equazione 


+ AA 25 + 6Bz?-+ 4 Cz + D = (2 — a) (2 — b) (2 — c) (2 — d) = 0 
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si avrà 
AN =—(a+b+cec+d), 6B— ab + ac + ad + bc + bd + cd 
4G = — (abc + abd + acd + bed), D = abcd 
Ora dal precedente valore di r?, È di S? otterremo 
16r° (p — a) (p — b) (p — c) (p — d) = (ab + cd) (ac + bd) (ad + bc) 
od anche 
16r° (p°+ 4Ap°+ 6Bp°+ 4Cp + D) = (ab + cd) (ac + bd) (ad + be) 
Ma per il semiperimetro p, abbiamo 
p=a+b+c+d=—4A, p= — 2A 
per cui la precedente equazione diverrà, 
16r? (D — 8AC + 24BA°— 16A45)= (ab + cd) (ac + bd) (ad + be). 
Resta ancora ad esprimersi il secondo membro in funzione dei coefficienti. Ora nella 


risoluzione dell’ equazioni di quarto grado si calcola una ridotta di terzo grado delle 
quali le tre radici sono i tre fattori binomi e si ha per il prodotto delle medesime 


(ab + cd) (ac + bd) (ad + bc) = 8 (ca 3B) D + 2c) 


d'onde | 
pol (2A°— 3B) D + 2C° 
© 2(D — 8AC + 24BA°— 164°) 


fl numeratore potrà ridursi ad un quadrato perfetto, quante volte i coefficienti 
A, B, C, D si facciano dipendere da quelle cinque quantita f, g, h, p, q per la so- 
stituzione dei valori di a, b, c, d di sopra riportati. Se il quadrilatero si riducesse 


al ‘quadrato sarà a = b =c=d, B= A’, G= A°, DA, A—= oe 
precedente formola diviene 
ras A r= = 
= n 5 == v3 ’ r = NE 


come d’ altronde è noto. 


Barnapa TORTOLINI. 
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EQUILIBRIO DI UN SOLIDO INCASTRATO IN UN’ ESTREMITA’ 
APPOGGIATO NELL’ ALTRA E CARICATO DI n PESI. 


MEMORIA 


DELL’ INGEGNERE 


DOMENICO CIPOLLETTI 


Sfera A lerdue estremitas Pro Disease. „es. P, le forze 
applicate ai punti B,,B,,B;,...... DATANT so, Gh ga nn. Cn 

Sia c la lunghezza del solido, e il momento di elasticità , © l'angolo d’ inclina- 
zione nell’ estremità appoggiata A,, II, la reazione uguale e contraria alla pressione 
che ha luogo nel detto punto. 

Il momento della resistenza che oppone una sezione qualunque alla flessione 


e 
viene espresso da -, essendo p il raggio del circolo osculatore di quel punto del- 
p 


l’asse delle fibre invariabili che contiene il centro di gravità della sezione. Per ot- 
tenere i secondi integrali in termini finiti, trattandosi di lievi flessioni si trascura 


2 


J a confronto dell’ unità, ossia si suppone ds = dx; e si ritiene 


nel valore di p lo 








Si prenda l'estremità ritenuta A per origine delle coordinate, e si considerino 
le y verticali. Per stabilire l'equazione di equilibrio del primo tratto AB, si traspor- 
tino tutte le forze del sistema parallelamente a loro stesse in un punto qualunque 
(x, y) di esso; ne nasceranno tante coppie di forze le forze traslocate 


BIRRE io AO Pen AIT, 
di bracci di leva le distanze 
(c,— x), (C.- x), (c3— x)... . (c,— x), (c — x) 


tra le forze proposte e le traslocate; e per l'equilibrio del moto rotatorio la somma 
Tom. VI. N. 2. ei 
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d’y 
da? 
quella delle coppie nate dal traslocamento delle forze, l'equazione di equilibrio 
del primo tratto AB, sarà 


dei momenti delle reazioni molecolari espresse da e 





dovendo essere uguale a 





€ = P, (Cr — x) +P, (c, — x) + Lao ml (c,— 2) — II,(¢ — 2) (1) 


Per i tratti successivi B, B,, B, B,,. . . . . . immaginando un analogo trasloca- 
mento di quelle forze che agiscono dall’estremità a dritta di quel tratto che si con- 
sidera fino all'estremità libera A, si hanno 1’ equazioni 
d'y 
e la a) rn Mena) (2) 
d’y p 
Te = Pa (0-2) +... +P, (G,— 2) —IM(c—x (8) 





€ 





e = — II (c — x) (4) 


Le forze traslocate nei vari punti dei rami successivi, tendono a produrre lo 
scorrimento delle sezioni cui sono applicate sulle contigue. Considerando una trave 
caricata di n pesi e perciò tale che in essa le dimensioni longitudinali si devono 
supporre molto più grandi di quelle trasversali; io non terrò conto di questo effetto 
delle forze traslocate, perchè il solido si trova in condizioni tali di rompersi più fa- 
cilmente per la rotazione delle sezioni intorno il loro asse di equilibrio, che per il 
loro scorrimento sulle contigue. 

Nel riportare l’equazioni (1), (2), (3)....ho voluto semplicemente esporre , 
come la teoria delle coppie si presta spontaneamente alla determinazione completa 
delle formule di equilibrio della flessione dei solidi; mentrechè la semplice applica- 
zione del principio dell’ eguaglianza dei momenti svia il calcolo da un’ altro effetto 
delle forze applicate, che è quello dello scorrimento delle sezioni 


Integrando l’equazioni (1), (2), (3),...... , colla condizione di dover esibire la 
aed . : 
prima = = 0, y=0, per æ — 0; la primae la seconda la seconda e la terza, 
metto d y î MORO: 
. valori uguali di y e Ei pera — L, 60 CE OU A ZION ante 
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dei rami successivi risultano 


P P 2 II, 2 
ey = a (3¢,07— x) + È (30,0 —x3) +... + we (3¢,% —a*) — 5 (3ce°—2x°) (5) 
P P IT 
cy = 2 (370) + (IR) +....+ 7° (30,0°—2°) — 2 (3ca*—z*) (6) 


6 6 





ki A PES s Ye 3 
ey = (304% — Ci) +... + = (3c?_,æ — cL_) pa (3c,0°— #*) + ...... 
P; 2 3 I /s 2 a) 
nine (Gt) na) (7) 
II 2 
ey = Ta (Bete PPT Stan: + (Sete — ci) — Fi (8en*— 2%) (8) 


La legge colla quale procedono quest’ equazioni si può formulare: Dall’ equa- 
zione °°" si passa alla consecutiva permutando nel termine r°""° di quella, c, 
in x, ed x in c.. 

Fatto nell’ (8) x = c, ed y= 0, si ha 


P,(3c — c,) c? 


P,(3c —c,)c? P,(3c — c,)c 
mac 35 203 


re au 
203 203 de a 


(9) 


Sostituendo il valore di II, nelle (5), (6),.... queste divengono 


; __ P,(e— ¢,) 2 2 1\2 3 
u | see, (2e — aa — (sc — (c ery) | 


P,(c— c;) 2 È = 3 

+ sm | cc, (2c — c.)x — (sc — (¢ — ¢,) )e| (10 
a DI I An ee 

P,(c— c,) 2 2 È 3 
+ Et | ce, (26 — a (30 = a) | 


Ma Eel Gea 2 3 
Y =i E (3x —c,) — (dc — c;)(3cx — x | 


= P, Se [see (2c — c,) 2? — (se (c— a) x | (11) 








* 
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ye a an | cc, (2c Tati Cn) 2° — (se (c er o) | (12) 


2 
BS 


4 


Y = TS [20 (3x — c,) — (3c — c,) (3ca’— | di 








2 
+ dato [20 (3x — ¢,_,) — (3c— C,_1) (3cx° — | 





is Me ES (2c — c,) x — (se (c — co) | (13) 
Pec: 3 2 3 
eg. E SE, 2c° (3x — c,) — (3c — c,) (3cx°— 2°) (14) 


Un semplice esame fa conoscere la legge colla quale procedono quest’equazioni. 
Derivando la (14) e fattovi = c, si ottiene 





e tango = le — ¢,)— 


E derivando due volte tutte l’equazioni (10), (11), 


2 P Sen 
e “t= Se [ce (2c — c,) — (se (ce — a) | et 


ve nen [ce (2c — c,) — (se (ce cn) | (16) 








a P, ce | C —C,) SPO 2 
€ ao De (3c—c,)(c—x)+ Aire [ce ee) (30 — (c—c,) )ejan 
d'y Di ci PESCA 
Dr TT TE (8c — c,) (c — x) — . ... née Sa SC — c,_,) (¢ — 2) 
P — 
er a [ce dente [se (cee on) x | ee (18) 


d'y _ Pio 


de Aa ls (8c — c,) (c — x) (19) 
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Chiamando 


Ko» Pro Pay © > St E D a 


i momenti delle forze rispetto la sezione d’ incastro, e quelle successive corrispon- 
denti ai diversi punti di applicazione di esse; siccome entro i limiti dei respettivi 
tratti l'equazione (16) divien massima per € = 0, la (17) per a = c,,...... 
avremo 











P,(c —c, Prec 
Po alee 2e ©.) (9e — Cy) Crete toh aes Bs “le Ce (2¢ Si Cn) Ca (20) 
P,(c—c,) 2 P,(c—c,) 2 2 
ere: (30-03) + =S (2e-c,)c.-(3c°-(c-c,) | c,| (21) 
P, (¢ — ec, . P,(c—c, 
pa = me Mer C1) e — ce (3¢ — c.) ¢; 
Pp = 
= i [ce (2¢ — 63) — (se al ca) = +... (22) 
P, as Cy Pea (c Wwe Crit o 
p= — en a Cay Cena a art — Las (3C— c,_;) c°_, 
Bic 
di SE B (2c — c,) — (se (c — o) cr | Sere tes (23) 
Bi (c Sb Pi (i Ce 9 
pam A in... — ee (24) 
Ban ana, sn. CSIDISCOE ps Hs Pye 


Per determinare le dimensioni del solido per |’ equilibrio il più grande di que- 
sti momenti si porrà uguale al momento di rottura di esso che noterd con o 

Per ottenere le pressioni che esercitano sul ritegno le due estremità A,, A del 
tratto incastrato di lunghezza c,—c, prendendo per origine |’ estremo appoggiato A,: 
s' intenda applicata in A, una forza II, diretta dall’ alto al basso che rappresenti 
la reazione del ritegno, e tale che renda orizzontale la tangente in A; e chiaman- 
do II quella del punto A diretta dal basso all’ alto, l'equazione dell’ultimo tratto P, A sara 


y = [3 (c—c,) 2 — (c — c | +...+ zE (c — cam (ec 


IT IT 
ari (3ca°— 23) + E (ae — 0) + lang 9.0 (25) 
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Che dovendo esibire y = 0, = 0 per « =c somministra le due condizioni 


II 
0 — > (e— c,)” (2c + e,) +... ee (ce — c,) (2c+ ¢,) il 


II? 
+ (BUT c) + € tang 9.¢ 


IT AE 
5 2 2 (3c,— Cc) + e tango 





“(c—c,)+.. Im (c — c,)” 


0 — 
2 


Lo| tv 


dalle quali per mezzo del valore di e tang 9 dato dalla (15) si ottiene 








I [esc (2c — c,) + 2c° (¢,— | = ae A 
P sa | 
ea [a (2c — c,) + 2c? (¢,— | (26) 
P, (¢ — c) ©) ( | 
Roe à (2c — c,)c, +. Tu x sen 2c — c,) c, 127} 


Se sono uguali le forze, ed ugualmente distanti della quantita c* tra loro e dai punti 
estremi A, A, del solido; sarà 


Pe Pie ae , =P, 
Ci = Ci ti A ee C, = No ste Me) 


e supposto c,— ce = hc! per mezzo della formula generale di una serie qualunque 


m (m — 1) m (m — 1) (m — 2) 
= CPS u 54 pr A eee a i al 8 
Sm= mt, + 13 0 TE? d' | (28) 
si ha 
TI = [n?-+ 3n +2 + ( 6) Ape (29) 
FF PAB ENR pee A 

3n + 2\ nP, 
ein] ch 3 sa 

P, 

Pire 


e tang 9 = n(n + 1) (n +2) 
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Per 
csi =(6 + 11h) Hi P —P,, ,=—P,, e tang ee ct 
Ben ui 16 =F ed A Fe ee 
Ps 3 P, AMG, 
3P, 33 15 15 4 
= 5 .... p. ia = — = — 5 00 = — I 
n=3 == (2 DE MA), In 30 Pa» I, she e Lang 9 5 Pic 
pP, 3P, A 
n=4....I= (14+ 15h) >, IH == EB, BE, e lang © = Pic 
RB 85 35 35 
— .... = Lai tes II = -— 9 ge IT = 1 = 
m= be. TT = (42 + Sth) Jan’ dit Peel. Spe , € tang 9 TU c 
15 6 Mi 
m0... = (14 + 9h) À -; LL, — mal I, Ps e tango = 7P,c 
7P, 161 63 A, , 
nen MAY + 41h) — 64h’ ¢ = cal: , DB, She » € tang 9 =a Pre 
oP, 26 10 | | 
9P, 261 99 165 
== ee ke II = — 5 er 19 4 o = — : 12 
n=9 = (110 + 51h) een Bi sh È e tang 9 5 Die 
5P, 40 15 55, 
n= 10.... I= (33 + 19h) > Bey Pr L=—P,, elang g — —-Pıc 
IDRO ELL 143 143, , 
3P, 57 TURN 91, 
n= 12.... = (91 + 33h) 13h’ » bic ali: mae, clang 9 =-P Cc 
13P 533 195P 455 
= 13. 2 —, II = * go—= —P,c” 
1 — 19 = 10 + 71h) À jap Ih ALTOR if es Sh e tang 9 3 Pio 
IR, = 28 


15P, 255 2 
n= 15....1 = (272 + 84h) in, i P PL TP, e tango = "22 P.c° 
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2P, 6 
n= 16....II= (290 + 86h) —, I, = = art: ‚I,= — 2 —P,, «tango = 102 P,c” 
17h h 
Arche 901 323 909 
RATES 91h) LAAN? i= glo I= Pa, e tang 9 = Re 
_126 45 ER 
19P, 4121 399 605 
6P, 155 50 1153 
AN a9 § , calle = ca 12 
n —20 (231-+53h) 5 IR ST —-P,,I ; P,, ¢ tango = ee 
L’espressioni (20), (21), (22), . . . . dei momenti delle forze divengono 
— Inn + 1) +2 (n — 4) In + 3 (n — 2) (Qn — 1) + Page 
ay 2(n+1) 





ei | —n(3n +2) + (n — 1) (2n°— An — 2) + (n — 2) (An’— Tn — 2) 
+ (n — 3) (6n?— 12n — 2) + (n — 4) (8n?— 19n — 2) 


: Pic 
+ (n= 5) (10n°— 28n—2) +... fd 


po=fj—(n_-1)[(n+2)+4(3n+1)]+(n— 2) (2n°— 17n — 1) 
+ (n — 3) (An’— 24n + 4) + (n — 4) (6n?— 33n + 11) 
+ (n — 5) (8n?— 44n + 20) + (n— 6) (10n°— 57n + 31) 


P,c' 
2(n + 1)° 





u { — (n— 2) [(3n +2) + A(3n + 1) + 27n] + (n— 3) (2n?— 36n + 10) 
— (n — 4) (4n?— An + 24) + (n— 5) (6n°— 60n + 42) 
+ (n — 6) (8n?— 75n + 64) + (n — 7) (10n°— 92n + 90) 


Pio 
2(n +4)? 
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Generalmente 
v= § —(n—r + 2) [(3n + 2) + 4 (8n + 1) +... + (r —1) (3n — r+ 4)] 
+ (n —r—+ 1) [an + 4n+2+r°— (3n+4)r°+2(n+1)r] 
+ (n— r) [An’+ In + 4 + r’— (I3n + 2)r°— (2n + 3) r] 
+ (n—r — 1)[6n?+ 12n + 2 + r’— 3nr’— 6 (n + 1)r] 


Pia 
| 2 (n + 1)° 


Ovvero 


uo $ (2n°+ Qn) + (4n°— An) + (6n?— 15n + 6) + (8n? — 32n + 24) 


Kia: 
10n° — 55 60 i wae be i 


pi { — (3n°+ 2n) + (2n°— 6n°+ An + 2) + (An?— 15n° + 12n + 4) 
+ (6n?— 30n° + 34n + 6) + (8n°— 51n°+ 74n + 8) 


Pic! 


da 2 
+ (10n°— 78n°+ 138n + 10) +. lati 


(34) 





12 | — (3n° —n— 2) — (12n°— 8n — 4) + (2n°— 21n°+ 33n + 2) 
+ (An?— 36n?+- 76n — 12) + (6n?— 57n?+- 143n — 44) 


+ (8n°— 84n°+ 240n — 100) + (10n°—117n°+ 373n — 186) 


P,c 
2 (n + 2)° 


p3= $ — (3n’— An — 2) — (12n°— 20n — 8) — (27n°+ 54) 
+ (2n°— 42n’-- 118n — 30) + (An?— 63n°+ 212n'— 96) 
+ (6n?— 90n°+ 342n — 210) + (8n°—193n°+ 514n — 384) 


Pic 
2 (n +1) 
Tom. VI. N.2. 8 


+ (10n°— 162n°+ 734n — 630) + . .... 
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Ed in genere 
u = Ÿ — 3n°+ (3r—8) n + 2r—A4 


— 19n°+ 4 (3r — 7)n+ 4r — 8 
— 27n°+ 9 (8r — 6) n 
— A8n?-+ 16 (3r — 5) n — 16r + 32 


+ 2ni— 3 (r?— 2) n° + (4r°— 9r°+ 6) n — r5+ 5r’— 6r°+ 2 
+ 4ni— 3 (r?+ ar — 3) n°+ 4 (r°— Ar + 1) n —r'+ 2r°+ 2r°— Ar 
+ 6n3— 3 (r? + Ar — 2) n°+ (4r°+4+ 9r?— 12r — 10)n—ri—r3+ 6r?— Ar —2 
Pc 
2(n + 1)? 


Avvertendo di tener conto separatamente dei termini che sono di diverso ordine ri- 
spetto le potenze della n per mezzo della formula (28) si ottiene 


o Bac: 
uo= (n°+ 5n4+ On? + 7n°+ 2n) Em 
P,c' 
— n’— In — CELA AVAL fre à 
ini 5 t i 3 2 Pic 
u, (n° — Int— 15n’— 3n° + 14n + Sn + 1} 


Eseguite le differenze dei termini delle due serie che fanno parte del valore di w,: 
e facendo successivamente nella (28) 


m=r—i 

t, = 3n?+ 8n — 3nr — 2r + 4 
d = 9n°+ 20n — 9nr — 2r + 4 
d— 6n?+ 6n — 6nr + 6r — 12 
"= — 6n + 6r — 12 | 
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m=n—r-+ 1 
t, = 2n°+ 6n?+ 6n— ri + Anr3+ 5r — 3n?r?— 9Ynr — 6r°+ 2 
d = Qn?+ 3n°— 2n — 3r°+ 9nr°— 6n°r — 12nr — Ar — 2 


d= — 6n°— 12n + 12nr + 12r 

d= 6n — 6r + 12 

ET CM oe ER ; 

e quindi riducendo e sommando i due risultati si ha 
Br Spini [2 (2r — 1) n?— (5r?— 15r + 6) n + r°— Tr? + 12r— 4] 
+ (n—r + 1) [ni (Ar — 9) n°— (15r — 24) n° 
Bic: 

> Get as 3__ 4 Or" n RA ur 

+ (4n?— 9r°— 15r + 24) n — r5+ 7r° —12r°+ 8] sn 1 


E riducendo ai minimi termini i valori dei momenti si ottiene 


i 8 (n + 1) 
Pic! 
(Adina P x 
Pc’ 
= (W— 7n’— 2 8) — 7" 
pen n n + ) 3 (n +1) 
Die 
n P| 2 Sapo hs 
= (n°— 19n°+ 8n + 24) 8 (n + 1) 
py= (nÿ— 17n°+ 26n + 48) OC 
5 8 (n + 1) 
Pic! 
etd PE e 2 + Fe dl 
Ps (n 22n + 52n + 80) 7 nen 
ue= (n3— 27n°+ 86n + 120) Babıe 
8 (n + 1) 
u, (n?’— 39n°+ 128n + sin 
: 8 (n + 1) 
ug= (n°— 37n°+ 178n + 224) EP a 
8(n + 1) 
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Ry Bic 
= (n?’— 42n°+ 236 re 
Po (n’— 42n + en nenn 
bio (n°— 47n°+ 302n + 360) PERE 
| 8 (n + 1) 
bn (n?— 59n + 376n + A0 = 
à | 8 (n +1) 
vy == (n?’— 57n°+ 458n + Spy cian 
12 8 (n To. 1) 
uz = (n°— 62n°+ 548n + 624) MLT 
; 8 (n + 2) 
u, (n— 67n°+ 646n + nas) Sona 
4 8 (n + 1) 
2. (n° — 72n°+ 752n + Riano 
| | 8 (n + 1) 
be (n?’— 77n’+ 866n + AN ee de 
È 8 (n + 4) 
u, (n°— 82n°+ 988n + 1088) POLL 
a 8 (n + 1) 
BPG 
Lie GE Aus 2 Ä 9 I 
2,3 (n°— 87n°+ 1118n + 1224) sn] 
— (n°— 92n°+ 1256n + 1366) paru 
ur== n— (5r — 8) n°+ 2 (2r°—9r+ 8) n + A)r— 3r + 1) De Esce 
| 8 (n + 1) 


Che per r= 14, 2, ... .zsomminisirame n fr, MR. 
Devo osservare 


1. Che se nell’ equazione (25) vengano sostituiti 1 valori di IT e Il, dati dalle 
(26) e (27); si ha un equazione indipendente da c,, ciò che prova l’esattezza del 
calcolo in quanto che la flessione non può dipendere dalla lunghezza del tratto in- 
castrato. 

2. Dalle formule (26) e (27) si deduce che al crescere del tratto incastrato 
C:— €, diminuiscono ambedue le pressioni II e II,; e perciò in pratica dovrà aversi 
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molta cura di protendere ed internare per quanto si può l'estremità delle travi ri- 
tenute; affinchè il materiale che deve mantenerle saldamente conficcate e salde ab- 
bia a soffrire il meno che sia possibile. 

3. Supponendo zero il tratto incastrato c,— c, le pressioni II e II, divengono 
infinite, ed infatti immaginando una trave caricata di pesi, ed incastrata per una 
lunghezza infinitamente piccola; si comprende facilmente come per potere rimanere 
essa in equilibrio sarebbe necessario che i ritegni fossero dotati di una resistenza 
infinitamente grande, resistenza che è eguale e contraria alle pressioni II e II,. Se 
alcune volte in atto pratico una trave abbenchè caricata di qualche peso si so— 
stiene non incastrata fra due muri, ciò dipende esclusivamente dall’ attrito, o dal- 
l’ averle data una flessione forzata, ovvero dall’ effetto di ambedue queste cause. 

4. Essendo n le forze applicate, la curva elastica è una curva discontinua for- 
mata di (n + 1) rami respettivamente tangenti due a due; prescindendo da quei 
moltissimi che possono produrre considerate sotto il punto di vista di espressioni in 
calcolo di luoghi geometrici. 

5. Dall’equazione (16), (17),.... che divise per e quantità essenzialmente po- 
sitiva rappresentano le derivate seconde dei rami successivi, la prima ha tutti i suol 
termini positivi, la seconda uno negativo, la terza due,.... l ultima tutti negativi. 
Dunque l'andamento consecutivo dei rami successivi della curva elastica dall’ esser 
convesso passa gradatamente all’ esser concavo rispetto |’ asse dell’ ascisse. Inoltre 
siccome nè la prima, né la seconda, nè la terza.... dell’equazioni suddette si an- 
nulla per x =€,, x =C,, X — Gy, ....; così il punto di flesso contrario non può 
mai aver luogo in alcuna dei punti di applicazione delle forze date. Nel punto di 

d°y 


flesso contrario verificandosi la? — 0 





Sarà ancora zero il momento delle forze applicate, e perciò: zn ogni solido ritenuto 
in una estremità e appoggiato nell’ altra esiste sempre una sezione che non risente 
affatto I’ azione delle forze applicate per quante esse siano, e che quindi si potrà 
chiamare sezione del momento nullo: ed appartiene a quel ramo l’equazione del 
quale esibisce risultati di segno contrario per x = ct ,x = C._1- 

6. Dalle formule (20), (27) si deduce 


Ho == (€, Sii c) IH, 


ì 


Ossia, il momento delle forze rispetto la sezione d’incastro, uguaglia quello della 
pressione che ha luogo in quell’ estremo del tratto incastrato che è internato nel 
ritegno: come deve risultare essendosi determinata la IT, nella condizione di ren- 
dere orizzontale la tangente in A. 
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7. Le due (9) e (24) esibiscono 


Ha (c tie 03) U, 


cioè il momento delle forze rispetto la sezione che contiene il punto di applicazione 
dell’ ultima forza P,, uguaglia quello della pressione che ha luogo nel punto di 
appoggio A. Ed infatti nell’ ultimo tratto non vi agisce che la sola pressione II,. 

8. Se qualcuna delle forze è negativa basta cambiare il segno al termine che 
la contiene. 4 

9. Nell'ipotesi fatta dell’uguaglianza delle forze e delle distanze dei loro punti 
di applicazione i valori po, Ris Mas seo si potevano ricavare più facilmente dall’e- 
quazioni (16), (17), .... dei momenti che divengono 


d’y n, Int =) : \ nP, 
Th [ine pe ne] Py (PE (n+ 1)c 2) 5 


d'y [n(n+1)—2,, 3n + 2 nP, 
Goccia jee oe (n — 1) x | P,-- =) (m + 1) —2) 8 








ma essendovi però nel sistema delle forze negative rimarrebbe escluso di poter far 
risentire al calcolo queste condizioni, mentre che nelle formule (33), (34), . . . . 
si può cambiare facilmente il segno a quel termine che contiene la forza negativa. 

10. Supponendo II,= 0, l’equazioni (5), (6) ,........ divengono quelle di un 
solido incastrato in un’ estremo, coll’ altro libero, e caricato di n pesi. 

Esaminando il modo col quale abbiamo determinata la pressione II,, e facile 
avvedersi come non possa convenire agli effetti naturali i quali non ammettono di- 
scontinuità qualunque, quindi bisogna supporre che per una lieve flessione ed insen- 
sibile incurvamento del solido la porzione incastrata prema il muro su cui si appog- 
gia in modo crescente e da sopra in sotto da un punto determinato B verso A; 
e lo prema in modo crescente dall’ istesso punto B dal sotto in sopra verso l’altro 
estremo A,. Quantunque sia totalmente ignota la legge colla quale si distribuiscono 
queste pressioni sul tratto incastrato; pure non avendo luogo che leggiere flessioni, 
si può stabilire : le pressioni uguali a zero in B, crescono colla distanza del punto B. 

Ritenendo questa ipotesi chiamando S la somma delle pressioni esercitate da B 
fino ad A; S' la somma delle pressioni esercitate da B fino ad A,. L’Illustre Pro- 
fessore D'Andrea per un caso qualunque nei suoi elementi di Meccanica applicata 
pag. (102) trova 

1 (27 _1Mm+21.) 


+ II,)* 
She messe ı 15 eat a 
I + II, 9 Sire ite 


Co | 
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e per l’attuale dalle formule (29), e (31) sara 


SI (2n°+ 6n°+ 7n + 10n°h + 12nh + 2) Pi 
(nd 3n°+ 5n + 5n'h + 6nh + 2)  24(n+1) 








ds (n3+- 3n?+- 8n + 5n°h + 6nh + h)? P, 
(na? In’+ Sn + Sn°h + 6nh +2) 24(n +1) 





Finalmente nell’ ipotesi fatta l’equazioni dei rami successivi sono 


x? P, 
ey — E (n + 2) c'a?—n (5n + 6) | 16 


| 2 3 2 a 2 2 x I I 
ey = | — —c' + : + En e a er 2 pre ar rr 
y 3 (6 SC XL (n 2n 8)c'x (In n 8) 3 (n 


sp 
— | — 2403 2 2 ey ce (on Un — 16) |"+ 
cy | Ac®+ 400%2 + (+ 2n 44) cx — (5n’— 10n — 16) 3 — 5| 16 


tase 
ie 13 12 2 >) zo Te — mars We ih 
ey | 96e"+ 1120" + (n° + 2n — 48) ca’ (5n°-18n— 24) ; tata al 16 


EU — |- or (r 1) c3 er (r —1) (2r-1) c°x + (n°+ 2n + Ar — Ar?) c'x? 


— (5n°+ 14n — 8nr — 8r + AE: il 
3 (n + 1) | 16 


Che servono a determinare la freccia o l’ordinata massima, e l’ordinate appartenenti 

ai punti di applicazione delle forze. 
Esaminando più minutamente il caso di un BR caricato in un punto qua- 

lunque da un peso P: L’ equazioni dei due rami successivi AB,, B,A, sono 


Por | 300, (2c —¢,) x? — (s°— (c — a) x | 
2 
ey = ee È (3x -- c,) — (3c — Ci) (3cx? — 29) 


E le derivate prime e seconde di quest’ equazione 


un P (c =~ Cy) 2 atte 2 2 
PA = 5 200, (2c— c,) x — (se— (c — ¢,) IE | 


pito = | 


"sa 4 c° 


— (3c — c,) (2cx — | 
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e dy = le. (2c — c,) — (se— (c — a) | 


dx’ Ic? 
d? Pe? 
e TA" mi — Cc) (c — 2) 


Per le reazioni nei punti A, A,, A, si ha 


P (c — c,) [cc (26 — c,) + 2c? (c,— c)] 


ita 2c° (c,—c) : 


IC —C 
tas IE = Peli II, = 


P (c —c,) (2¢ — ¢,) c, 
2c” (c,— €) 





Supposte uguali a zero le derivate prime, per l’ascisse cui corrispondono nei due 
rami l’ordinate massime si ha 


2cc, (2c — C,) CTC 
Cer sana n xa=C{1-\/__— 
3c?— (c—c,) SCE: 
Ed affinchè la freccia della curva elastica abbia luogo nel primo ramo o nel se- 
condo, deve essere 


2cc, (2c — c,) Set; 
mt Seas ARS dI 4 — AU SR 271200 
Se Net ci) BP! ì o( Varo ci 
Ovvero 
1 


c<a(1+4) , o> e(1 +7) 


Se si verifica la prima di queste condizioni la freccia cade nel primo ramo e si ha 


wi Pale toi) nef Ae 
Css 


Se la seconda, la freccia ha luogo nel secondo, e si ottiene 


passa Ceco Ceres 
; 6 FETT 
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INTRODUCTION. 


Le Problème des coordonnées curvilignes n’a été résolu que dans deux cas par- 
liculiers, dans le cas où elles sont orthogonales par M. Lamé, et dans le cas où. 
les courbes coordonnées sont au nombre de deux, tracées d’ailleurs sur une surface 
quelconque, par Villustre Gauss. 

Nous avons résolu ce problème dans le cas le plus général. La nécéssité d’une 
solution générale est facile à comprendre. Une hypothèse particulière, par exemple 
celle de l’orthogonalité des lignes coordonnées, tout en simplifiant les formules, du- 
moins en apparence, allére toujours, et souvent fait évanouir les theorémes qui ap- 
partiennent à l’essence de la question, par les restrictions qu’elle y introduit. 

Pour obtenir la solution de la question au point de vue le plus général, il nous 
a été impossible de profiter de la méthode suivie par M. Lamé dans le cas des 
coordonnées orthogonales à cause des complications qui s’attachent à la question gé- 
nérale. En effet, les trois cosinus des angles coordonnés , leurs variations premières 
et secondes par rapport aux trois paramètres qui fixent la position du point, s’in- 
troduisent nécessairement dans les équations, et lorsque l’on suit la méthode analy- 
tique, ces quantités au nombre de 30, qui n'existent pas dans le système orthogo- 
nal, entrent dans la composition des coefficients d’un systéme de neuf équations li- 
néaires à neuf inconnues auquel cette méthode conduit inévitablement, or, comme la 
résolution de ce systeme d'équations est indispensable, les difficultés analytiques de 
cette résolution imposent la necessité de renoncer à la marche tracée par l’auteur de 
la théorie des coordonnées orthogonales. 

La simplification due à la marche qui nous est propre, résulte de son caractère 
essentiellement géométrique, et surtout d’un élément géométrique nouveau que nous 
avons introduit dans notre théorie. Nous appelons cet élément courbure inclinée des 
lignes coordonnés. Il ne sert pas seulement à éviter des calculs impraticables, mais il 
est un instrument précieux de transformation, et de démonstration, et son introduc- 
tion dans les équations, leur donne une forme à la fois simple et significative. 
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1° Définitions — état de la question. 


Concevons une surface rapportée à des coordonnées curvilignes rectangles, et 
dont l’équation serait f (xyz) = p; si l’on donne au paramètre p toutes les valeurs 
possibles, l’on aura une série de surfaces qui formeront une famille que nous repré- 
sentons par (9). Si l'on se donne trois familles de surfaces quelconques: 


(1) { f(æyz) = 0 > fr (yz) = Ppı > f. (Xy%) = pa } 


un point quelconque de l’espace sera déterminé par l'intersection des trois surfaces 
que l’on obtient en donnant aux trois paramètres p, p,, P, des valeurs convena- 
bles. Les trois familles de surfaces (0), (0,), (p,) forment un système de surfaces, 
propres à déterminer par leur intersections tous les points de l’espace. Ces surfaces 
sont dites coordonnées. Généralement, l’angle que forment entre eux les plans tangents, 
menés en un point de l'intersection commune de deux surfaces, n’est ni droit ni 
constant, il varie avec la position du point. 

Soit un point mobile, supposé libre, ou assujetti à se mouvoir sur une surface, 
ou sur une courbe. Si l’on étudie les différentes positions de ce point au moyen 
d'un systeme de coordonnées quelconques, les déplacements de ce point ont des re- 
lations nécessaires avec les déplacements correspondants que subissent les coordon- 
nées de ce point; le probléme des coordonnées curvilignes, consiste à déterminer 
ces relations, en leur donnant la forme la plus simple. 

Ces relations, au point de vue géométrique, sont des théorèmes remarquables 
entre les élémens de la trajectoire décrite et les élémens des courbes ou des surfa- 
ces coordonnées. Au point de vue analytique, elles fournissent un moyen facile de 
passer d’un systeme à un autre système, et aussi de résoudre la question qu’on se 


, 


propose, dans le systéme le mieux adapté à cette question. 


2° Notations — Données du Probléme. 


Toute grandeur déterminée par une seule surface coordonnée, prendra l’indice 
de cette surface. Si cette grandeur est déterminée par l’intersection de deux surfaces 
coordonnées, elle prendra l’indice de la troisième surface. 

Nous appelons n, n,, n,, les trois normales aux surfaces en un point (p, p, pa) 
de leur intersection commune; ts f,, t,, les trois tangentes aux trois courbes coor- 
données, passant par le même point; o, o,, 0,, les trois arcs coordonnés se cou- 
pant en ce point. = 
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Nous regardons comme positifs : une normale, une tangente, un arc, etc. comptés 
du côté où le paramètre de la surface augmente, et négatifs, quand on les compte 
en sens contraire. 

Dans la permutation des indices , nous regardons comme affectée de l’indice zéro, 
toute lettre dénuée d'indice, et nous restituons cet indice, toutes les fois que la 
chose devient nécessaire pour éviter toute ambiguité. La permutation rotatoire sera 
directe lorsque les indices 0, 1, 2 seront respectivement remplacés par 1, 2. 0. 

Lorsqu'un groupe d'équations se déduit d’une équation donnée, par la rota- 
tion des indices, nous écrivons a droite de cette équation, consideréé comme type, 
un chiffre entre parenthéses () indiquant le nombre des équations contenues dans 
le type. 

Lorsqu’un groupe d’équations se déduit d’une équation par la permutation des 
lettres x, y, 2, nous écrivons à droite de cette équation entre crochets [], une chiffre 
indiquant le nombre d’équations appartenant au groupe qui se déduit de cette équa- 
tion comme type. 

Les parties positives des tangentes £, £,, ¢,, forment un trièdre, et les parties 
posilives des normales n, n,, n,, forment un autre trièdre. Ces deux triédres sont 
supplémentaires. 

Appelons 0, 9,, 9, les angles des normales positives n, , nm ; m2, n; nn, ; 
et 9, 9,, 9, les angles des tangentes positives £,, £,5 t,, t; t,t,. D’après cela, les 
angles dièdres du premier angle solide seront: 7 —9, r —9, , 7 — 9, ; les angles 
dièdres du second angle solide seront: 7 —0, 7 —9,, m— 0,. 

Il nous sera quelque fois plus commode de représenter les variations par— 
tielles par rapport à ©, p,, pa par les caracteristiques 3, >, à, ou bien par 
d d,,» d,,- 

Les surfaces coordonnées passant par un point, forment avec les trois surfaces 
coordonnées passant par un point infiniment voisin, un parallelipipede curviligne 
dont les arêtes contigües au premier point, seront do, do,, do,. 

Si l’on appelle hj la somme des carrés des dérivées du paramètre p, par rap- 
port à a, y, 3, on aura les valeurs de h’, h?, hz et de 0, 9,, 9,, au moyen des 


p? 


deux groupes: 


do city dp*e ini de® 
(2) tats he (3) 
de, de, | de, de, 1 
(3) PARTNER LO II Le IT] (3) 


de dx . dy dy dz dz 
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Les angles 9, 9,, 9, seront donnés par les trois équations contenues dans le 
groupe : 
dada dy dy dz dz deo, do, 


“ous ut Be ER le at x 3 
(4) dp, de,  dp,dp, dp, dp, dp, dp," ? (3) 


Les auxiliaires h, h,, h,, sont nommées paramètres différentiels du premier ordre. 


3° Variation des Paramétres différentiels du premier ordre. 


Soit ds le déplacement du point A, (pp, p,), dans une direction quelconque ; 
da, dy, dz les projections de ‘ce déplacement sur les trois axes rectangulaires x,Y,3. 
Si nous prenons la variation d’une équation f(æyz) =p par rapport à ds, nous 
aurons : 


dp dp dp 
—— — dy + L ds, 
dp dx i” + a y + 2,4 
or, en divisant les deux membres par hds, le second membre devient égal au co- 
sinus de l'angle que le normale n fait avec le déplacement ds, et l’on obtient: 


ds 4 


do heos nds 


Si le déplacement ds coïncide successivement avec les arcs do, do,, ds,, l'on ob- 
tient le groupe contenu dans l'équation : 

do 1 
= — —; (3) 
do, h,cosn,t, 


(5) 





or, si l’on projette la tangente ¢ sur le plan ¢, t,, en appelant p cette projection, 
Von aura: 


“~~ “~~ 
cos nt = sin pt = sin 9, Sin 8,— sin 9, Sin 9, . (3) 


Dela résulte que le produit sin 6. sin 9,. sin 9, ne change pas, quand on fait subir 
aux indices la permutation rotatoire, et qu’il en de même du produit sin @ sin 9, sin 9,. 
Si l’on pose le premier produit égal au rapport de l’auxiliaire M au produit des 
trois paramètres h, h,, h,, l’on aura par l’elimination de 9, 


M? 
pi = 1 — cosy — cos'e, — cost, + 2 cos 9 COS 9, COS 9; , 
12 
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et le groupe contenu dans le type (5) devient 


do sing 
5 l'en i LIE: 3 
Il est aisé de voir que l’auxiliaire M a une signification géométrique; elle re- 
présente le volume du parallélipipède construit sur h, h,, h,, qu’on aurait préalable- 
ment portées sur les directions des élémens de, de,, do,, à partir du point A. 


4° Cosinus des angles des normales aux surfaces, et des tangentes aux 
courbes coordonnées avec les trois axes rectangulaires. 


Les cosinus des angles de la normale n à la surface p avec les trois axes rectan- 


d d d 
gulaires, sont: ine nd n Les cosinus des angles que la tangente £ fait avec 
i dy dz 
les mémes axes, sont: TERRA etc. Un point de la théorie consiste a expri- 
oy T 


mer les premiers cosinus en fonction des seconds, et réciproquement. 


On déduit sans difficulté des équations (2) et (3) le groupe d’équations contenu 
dans le type: 


der h,da x hada 0 + DEA bi. (3), [3] 


6 
(6) Win ede de 





On déduit aussi des mêmes équations combinées avec les équations (5) le groupe 
d'équations contenues dans le type suivant, dans le quel, pour abreger , on a in- 
troduit les auxiliaires H, H,, H,, par la condition que 


1 





h, cos nt, = TT (3) 
Ce type est: 
dx H, delgi H de, Hdp 
een : 3 
(7) Bos ir a Sta? (3) , [3] 


5° De la courbure propre, et de la courbure inclinée des 
courbes coordonnées. 


Par les deux extrémités de l’élément do,, menons des tangentes à la courbe 5,, 
l’angle de ces deux tangentes est l’angle de contingence de la courbe c,; nous re- 
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présentons l’angle de contingence d’une courbe coordonnée c,, par 3, affectée du 
même indice que l’are. 

Par les deux extrémités du même élément do,, menons des tangentes aux cour- 
bes de la série o,, qui passent par les extrémités de cet élément, nous appelerons 
l’angle de ces deux tangentes, angle de contingence inclinée de la courbe ¢,, sui- 
vant l'élément do,. Nous désignerons cet angle par 5,,, le premier indice se rap- 
portant à l’element de l'arc coordonné qui donne la direction des tangentes, et le 
second se rapportant a l’element d’are coordonné que l’on considère. Les angles de con- 
tingence inclinée des courbes coordonnées, seront au nombre de six : 


SPS) S203 Soo» dor 3 D129 do - 


D'après cela, si par le point commun aux élémens de,, do,, on mène des pa- 
rallèles aux tangentes menées aux extrémitées de l'élément do,, à la courbe o,; si 
de ce point comme centre, avec un rayon infiniment petit on décrit un are de 
cercle entre ces deux paralléles lesquelles forment entre elles l'angle 3,, le rapport 
de langle 3, à l'arc do, est la courbure de la ligne o,, et la direction de l’arc 
de cercle, compris entre les deux côtés de l'angle 3, est celle du rayon de cour— 
bure de la ligne o,, le plan de cet angle, est le plan @e courbure de la courbe c,. 

De même, si par le point commun aux élémens do,, de,, on mène ‘des paral- 
lèles aux tangentes menées par les extrémités de l'élément ds,, aux deux courbes 
de la série (03), passant par ces extrémités, el que, par ce point comme centre, avec 
un rayon infiniment pelit, on décrive un arc de cercle entre ces deux parallèles , 
formant entre elles l’angle 5,,, le rapport de l'angle 5,,, à l’are do,, sera appelé 
courbure inclinée de l'are do, suivant la direction do, ; la direction de l'arc de cer- 
cle compris entre les deux côtés de l'angle 3,, est celle du rayon de courbure in- 
clinée de la courbe o,, et le plan des deux côtés de cet angle, est le plan de 
courbure inclinée de la ligne 0,. 

Représentons par A, le rayon de courbure de la courbe coordonnée co, et par 
L,,, le rayon de courbure inclinée de la même ligne suivant l'élément do,; il est 
facile de voir que, si les arcs de cercle, compris entre les côtés de l’angle 3,, et 
entre les deux côtés de l’angle 3,,, sont décrits, le premier avec un rayon égal à 
do,, et le second, avec un rayon égal à do, , on aura deux triangles infinitésimaux 
isoceles, et que la projection du périmètre du premier sur l’axe des x, donnera le 
groupe d'équations contenues dans le type: 


(8) cos Rx d (E), (3). [3] 


A dg \ de, 
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et la projection du périmètre du second triangle sur le même axe des x, donnera 
le groupe d'équations contenues dans le type suivant: 


cos LZ) x d (da 
ol amen th vot 


De même que les équations contenues dans Île groupe (8), font connaitre la 
grandeur, et la direction des rayons de courbure des courbes coordonnées , de même 
les équations du groupe (9), donnent la grandeur et la direction des six rayons de 
courbure inclinée des lignes coordonnées. 


- 


6° Des Composantes de la courbure propre, et de la courbure inclinée 
d’une ligne coordonnée. 


Soient AB, BC deux élémens successifs d’une 
courbe coordonnée c,; par le premier élément faisons 
passer deux plans tangents T, T" aux surfaces p, £"; 
et par le second élément, faisons passer deux plans tan- 
gents S, S" aux mêmes surfaces; ces quatre plans for- 
ment un angle solide quadrangulaire dont le sommet est 
en B, dont les arêtes opposées sont: d’une part, le pro- 
longement de l'élément AB, et l'élément BC, et d’une 
autre part BD, intersection du plan T avec le plan S" et BD, intersection du 
plan T” avec le plan S. L’angle CBE n’est autre que l'angle de contingence 3,. 
Si l’on appelle à,,2, les angles que l'élément AB prolongé, fait avec les intersections 
BD, BD,, l'accent désignant la surface dans le plan tangent de la quelle: Celui 
des angles que l’on considère est situé, l'on aura: 
Théoréme. Les angles è) i, se composent avec l'angle de contingence 3, de la 
courbe do, d’après la règle du parallélogramme des forces. 
En effet, si l’on considère le triedre dont les arêtes sont BE, BC, BD l’on a 
les deux relations, en négligeant les infiniment petits du 3°° ordre 








19 . 

NN O, 3 
ea pice cece e pi , (3) 
cos NA, cos NLA, sin 6, 

3? — i? + i? + Wii, cos 6, (3) 


Il est facile de voir que l’angle 2, n’est autre chose que l’angle de contingence 
de la courbe que le plan tangent à Ja surface p, intercepte sur la surface p,, et 
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que à, est langle de contingence de la courbe que le plan tangent à la surface ¢,, 
intercepte sur la surface p. 

Corollaire. Si les surfaces p, p, se coupent orthogonalement , l’angle è, est l’an- 
gle de contingence de la section droite à la surface p, , faite suivant l'élément do, ; 
ou bien encore, l'angle de contingence de la projection de la courbe c, sur le plan 
tangent à p, c'est à dire l’angle de contingence géodésique de la courbe c, par rap- 
port à la surface p. L’angle ©, donne naissance a des observations analogues, par 
rapport aux surfaces p, p,. On déduit de la, 

1° La projection de l’angle de contingence d’une courbe située sur une surface, 
sur le plan normal à cette surface, mené par l’élément de la courbe, est l’angle de 
contingence de la section droite faite dans la surface suivant cet élément. 

2. La projection de l'angle de contingence d’une courbe située sur une surface, 
sur le plan tangent à cette surface mené par l'élément de la courbe, est langle de 
contingence de la projection de la courbe sur le plan tangent. 

Remarque. Si Von divise les équations précédentes, la premiere, par do,, et 
la seconde, par do’, l’on voit que les théorèmes que nous venons de démontrer, 
existent pour les courbures. 

à L Par l’une des extremités de l’are do,, menons la 
tangente a l’are de,, et une parallele a l’are élémentaire 
de la série (0,) qui passe par l’autre extrémité. Ces deux 

M droites AM, AN, déterminent l’angle de contingence ineli- 
née 3,, de Parc do,, suivant do,. Or, si par la première, 
l’on mène deux plans P, P', tangents aux surfaces p, p, 


Ra et que par la seconde, l’on mène deux plans Q, Q', tan- 

gents aux mémes surfaces, ces quatre plans forment un an- 
gle solide quadrangulaire dont le sommet est en A, et dont les arétes opposées, sont 
d’une part, AM, AN, et d’uné autre part, AL intersection du plan P avec le 
plan Q', et AL’ intersection du plan P' avec le plan Q. Si l’on appelle j,, langle 
que l'élément AM fait avec AL, et j',, l’angle que l’élément AM fait avec AL‘, 
accent désignant la surface dont le plan tangent contient celui des angles que 
l’on considère, l’on aura, comme précédemment, 


he «3 asi = layer BESTE (6) 
COS ne COS Na Lar sin 0, 
Su = Jor + oi + Dar J'ar 608 0, (6). 


Théoréme: Les angles j,,, Js, Se composent avec l’angle 3,, de contingence 
oblique de la courbe do,, d’après la règle du parallélogramme des forces. 
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Si les deux surfaces p, p sont orthogonales, l’angle j,, devient la projection or- 
thogonale de l'angle 3,, sur le plan tangent à la surface ©, c’est à dire l'angle de 
contingence inclinée géodésique de la courbe do, par rapport à la surface p. Il 
est aussi la projection orthogonale de l’angle 5,, sur le plan de la section droite à 
la surface p, mené par l'élément do,. L’angle j,, donne lieu à des observations ana- 
logues. 

Ces théorèmes existent évidemment, lorsqu'on passe des angles de contingenee 
oblique aux courbures correspondantes. 

Les considérations qui précédent donnent la signification géométrique des cour- 
"bures inclinées, de leurs composantes orthogonales, et de leurs composantes obliques 
suivant les plans tangents aux surfaces, qui déterminent, par leur intersection, la 
direction de élément par rapport au quel est prise la courbure inclinée de la ligne 
coordonnée. 


7° Des relations qui existent entre les composantes orthogonales, 
et les composantes obliques d’une même courbure propre ou inclinée. 


Représentons par I, la projection orthogonale de l’angle de contingence 3, d’une 
courbe coordonnée de,, sur le plan tangent à la surface p,, l'accent étant relatif a 
la surface. De même répresentons par J',,, la projection orthogonale de l'angle de 
contingence inclinée 5,, de la courbe do, suivant de,, sur le plan tangent à la 
surface p,, l'accent étant relatif à la surface. 

L'on voit que l'angle I est égal à l’angle à, aug- 
mente de la projection de langle ©, sur le plan tangent 
à la surface 5, , et en raisonnant de la même manière 


CE à 


Ay par rapport à I l’on a le type du groupe d'équations: 
Ze 


(10)... dot, — 4,008 8, , 
«| «tl 
li — è 0088... (3) 
on trouverait de méme 
(11) In = jh — Ja cos 9, , Jay ar Ja cos 0, (6) 


Les équations que nous venons de démontrer, existent aussi pour les courbures 
correspondantes. A, étant le rayon de courbure relatif à 3,, représentons par R,, vi greto. 
les rayons de courbure rélatifs à I, , ö ete. De même représentons par £,, , L,, L,, ete. 

DOM: v2 13. 2. 10 
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les rayons de courbure inclinée relatifs à 5,,, J,,, j,, ele. Von aura: 

















4 1 cos 8 4 1 cos 0 
: — m —< — u u 3 ic E ninna 7, LE 
(10) | Ri CA Ur R, Ex A : | 8) 
1 1 cos 6 1 1 cos 0 
' cenone = 3 == — — i 3 . 6 
(11) Li lol lar Lo lar lo, À ) 


Pour la précision du langage, nous adoptons les dénominations suivantes , qui 
n'ont pas tout à fait la même signification que leur attribue M° Lamé. Deux gran- 
deurs sont dites conjuguées en arc, lorsqu'elles appartiennent, chacune, à chacune des 
deux surfaces qui passent par cet arc. Elles sont conjuguées en surface, lorsqu’el- 
les appartiennent, chacune, à chacun des deux arcs qui se trouvent sur la surface. 
Ainsi v,, v, sont conjuguées suivant l'arc do,; «,, v, sont conjugués en surface; 
De même les formules précédentes sont conjuguées en arc. etc. 


8° De projections orthogonales d’une courbure propre, ou inclinée, 
sur la tangente à l’une des courbes coordonnées. 


a ; 1 
Si l'on remarque que, pour projeter une courbure r Bun do, , il suffit de 
I 


o i 1 
projeter cette courbure sur le plan tangent a la surface p, ce qui donne —, et 














ho 
1 | OUT i sing ,, ‘ 
ensuite de projeter cette projection sur do,, ce qui donne ——, l'on voit que 
va R, 
; COS SU Ueno ean : 
ce résultat n'est autre chose que —————.- Si l’on opère de même par rapport 
or 
à de, l'on aura: 
A x a a 
| cos&,do, sin 9 COSR, do sing, RI 
(12) — 2 = ; See. be (3) 
| i Ry R, A, R, 
on trouvera de même: 
cos £ 7} do, sing cos £ gdo sing, R 
(13) St, St at , (6) 
Loi 21 Loi 21 


dans les quelles les seconds membres deviennent des fonctions des composantes 
obliques des courbures propres et des courbures inclinés, si l’on remplace les com- 
posantes orthogonales par les composantes obliques, au moyen des relations (10)! (11). 


PURA ED APPLICATA. 15 


9° Variations de l’angle des -arcs coordonnés. 


La variation de langle de deux arcs coordonnés peut avoir lieu par rapport a 
l'un des deux arcs appartenant a l'angle, ou bien, par rapport au troisième are 
coordonné, caleulons ces deux sortes de variations. L'on a: 


dr dx dy oY >2 02 
de, de, de, do, do, do, 


(2% Je \ 3a x dx Li Ox ; (2 
“\do, do,) do, do, digs: de, 
Si l'on a-égard aux formules (8), et (9), le second membre de l’équation 


précédente, divisé par do, devient: 








cos 9 = 


OP, 








en en 
dz cos£,,% dx cosA,% 
—  —— —  — —— e e I 3 


(e desta 


d'après cela, si l’on prend la variation par rapport à p,, des deux membres de 
l’équation qui donne cos 9, on aura, en ayant égard aux équations (12), et (13), 


do 1 1 
/ À Pare 1 EE, FO, EEE di in 6 
” FER À PRATO 8) 


1 i 
(15) =D +: (8) 


Ces deux équations peuvent s’écrire sous la forme suivante : 


(14) —x=—J,,+1,, (6) 

(15) — 29 = Jan + Ji (3) 
De ces équations l’on déduit les relations suivantes : 

dso = 0 (J.,+1,) = 2 (J,.+ 1.) (3) 

> —9 (I. + 1,) => (Joo t+ dro) (6) 


Il est bon de remarquer que, si l’angle 9 n'éprouvait pas de variation lorsque 


l'un des paramètres p,, p,, 0 vient à varier; dans le premier cas, le courbure in- 
* 
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. , La ’ . 4 e , x , , e 1 
clinée géodésique — de l’arc do, serait égale à la courbure géodésique propre — , 


Ls R, 


et de signe contraire; Dans le second cas, la courbure géodésique inclinée È de 
12 


, , Fe 2. . , . . 

l'arc do,, et sa courbure géodésique RT seraient égales et de signes contraires ; dans 
2 

le troisième cas, les composantes orthogonales des deux courbures inclinées de l’arc do, 


par rapport au plan tangent à la surface p, seraient égales, et de signes contraires. 


10° Expression géométrique des rayons de courbure inclinée géodésique. 


Concevons le système des tangenles ménées par les extrémités de l’élément d’un are 
coordonnée, do, d’une part, à cet arc, et de l’autre, aux courbes de la série (¢,) qui 
passent par les extrémités des cet arc; projetons le systéme sur le plan tangent à la 
surface p suivant l'élément de, , appelons 7, la distance, compiée sur la tangente à 
l'élément do,, entre le point de contact et le point où elle est coupée par la pro- 
jection de la tangente à la courbe infiniment voisine de la même série. Si, de 
ce point comme centre, avec un rayon égal à 7,, on décrit , entre ces deux droi- 
tes, un arc de cercle, la longueur de cet are sera do, sing, et, si l'on remarque 
que l’angle de ces deux droites est J,,, l’on aura 7, J,,— de, sing, et, par suite, 
la formule : 


; ie sin @ 
(16) ur (6) 


24 





ce qui donne la signification géométrique du rayon de courbure inclinée géodési- 
que L,,, et le moyen de le construire géométriquement. 

On peut aussi trouver l'expression géométrique des autres composantes orthogo- 
nales des courbures inclinées. Projetons le même systéme de 4 tangentes, sur le 
plan tangent à la surface p,, appelons Ac, , la projection de do, sur ce plan, et g', 
langle que cette projection fait avec do, , appelons 7,, la distance, comptée sur la 
tangente à l'élément de, , entre le point de contact et le point où elle est coupée 
par la projection de la tangente à la courbe infiniment voisine de la même série. 
Si, de ce point comme centre, avec un rayon égal à r,, , on décrit, entre ces deux 
droites, un are de cercle; sa longueur sera Ac, sin 9; et, si l’on remarque que l’an- 
gle de ces deux droites est J,,, l'on aura J,,.r,,— Ac,, or, st l’on remarque aussi que 
Yon a: 


21? 


lang g = langæcos6, , Ac, cos g= de, COS 9 
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l’on obtient : 


1 sin @ cos 0 
(17) = ns (12) 
1 


21 





Si l’on substitue dans les formules (14) et (15) les valeurs des composantes ortho- 
gonales des courbures inclinées, tirées des équations (16) et (17), l’on obtient des 
nouvelles expressions des variations des angles coordonnés. 


11° Expression des courbures en fonction des variations 
des arcs coordonnés. 


Revenons sur l'expression de cos 9 donnée au commencement du n° 9, et sur 
la variation par rapport à >, des différents termes de cette expression. Si nous re- 
marquons que l’on a: 

(=) 30x dado, 


alora ge 3 
do, do, do; 


et que l’on peut intervertir l’ordre des variations du premier terme du second 
membre, l’on aura : 


de da 0x dx IX dx cos Ka 
> = — 3do, + —— -———- do, : 


do, do, de, do, do, do, A, 





Si l’on développe de la même manière les variations des deux autres termes de l’ex- 
pression de cosinus 9, et qu’on les ajoute à la variation précédente l’on aura, ré- 
ductions faites , 


__ ode, >.do, cos a, de, 
(18) > COS 9 = — C08 9: n er do, ; (6) 


do, 








qui peut s’écrire sous une forme plus simple, l’orsque l’on réunit en un seul, les 
termes qui contiennent le cosinus de l’angle 9. 


An 
cos KR, do, 


(18) ds, do, = à (cos 9 do,) — ode, (6) 


I 


1. ’ . . | 1 4 
Si l'on introduit dans cette formule la composante orthogonale R de la courbure >% 
1 Le 


l'on aura: 
sin p 


R, 





(18) do, do, = à (cos 9 do,) — ddo, . (6) 
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Telles sont, les formules qui donnent les composantes orthogonales de la cour- 
bure propre d’une courbe coordonnée de, suivant le plan tangent à l’une des deux 
surfaces dont celte courbe est l'intersection. Ces composantes sont exprimées en 
fonction des variations des arcs coordonnés. 

On peut aussi obtenir les courbures inclinées en fonction des variations des arcs 
coordonnés. Si l’on compare les équations (14) et (18), le résultat de. cette com- 


paraison donne : 


C08 t's CA 


(49) do, do, = dde,— cos 9 >do, . (6) 


21 


Si Fon introduit dans eette formule la composante orthogonale na de la cour- 
2% 


, on obtiendra: 





bure inclinée 
DI 
de, ds, sin @ 
(19)! capi = öde, 





.COS 9 ade, . (6) 





21 


Il est bon de remarquer 4° que les formules (18) et (19), donnent les com- 
posantes orthogonales des courbures propres, et des courbures inclinees, en fonction 
des paramètres différentiels h, h,, h,; il suffit, pour cela, de substituer dans ces 

ds do, de, 


formules les dérivées —, ae fonction de ces parametres données par les 
D 0 do 
i VI 2 


La bd - 0 bj © . , 1 1 9 
équations (5); 2° que l’on peut aussi obtenir les composantes obliques —, + d’une 
Li VE 


1 di: 1 
courbure — au moyen des variations des arcs coordonnés, et par suite, en fonc- 
I 


tion des paramètres différentiels du premier ordre. Il suffit de résoudre le systeme 


Te FLE ais ; 
des deux équations (10) par rapport à —, = considerées comme inconnues ; l’on 
uv 
4 


vy 


obtient ainsi: 














sin Oe 4 £08 8; sine 1 008 6, 
DE 7 ’ De ey ? 
vy R, R, v x R, 
rl 
dans lesquelles il faudra porter les valeurs de RR” données par les formu— 
I 1 


les (18)". 
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12° Variations des arcs des lignes coordonnées, Relations entre ces variations. 


Considérons simultanément les deux équations conjuguées suivant la surface ¢ , 


a 1 
contenues dans le groupe (19)'; l'un de ces équations contiendra la courbure — , 


- 


“a 


1 Be: 
et l’autre la courbure — : Elles forment un système dans le quel les variations des 


21 
ares sont les deux inconnues. La résolution des ceux équations donne les variations 
cherchées, qui sont: 


sing ddo, 1 COS 9 
il ade doc AO LUE (6) 





que l’on peut aussi écrire sous la forme suivante: 
(20) sin 9 öde, = I,,do,+ I,.ds, cos ©. (6) 


Il est aisi de voir que l’on pourrait obtenir sans difficulté les variations des ares, 
en fonction des composantes obliques des courbures inclinées; il suffirait d’eliminer 


1 1 
les courbures DD u moyen des équations (20) et (11). 


L’elimination de l’angle @ entre l’équation (20) et celle qui lui est conjuguée 
suivant la surface p, conduit a la rélation simple: 


(21) (ddo,)— (3do,) = 1}, de} — 1}, doi (3) 


in 


qui Von peut écrire sous la forme suivante: 


( d do, \° d do ui 1 È 
Nt: Gea) (iero 6) 


12 


13° Variation de l’angle que la tangente à l’une des courbes coordonnées, 
fait avec une direction fixe. 


L’angle que la tangente à l’une des courbes coordonnées dr,, fait avec une 
droite fixe, peut subir deux sortes de variations: celle qui provient d’un deplace- 
ment effectué sur la courbe elle même, et celle qui provient d’un déplacement ef- 
fectué sur l’une des deux courbes conjuguées, nous allons calculer successivement 
ces deux variations, en commençant par le seconde. 
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1° Supposons que cette direction fixe, coincide avec l'axe des x, et représen- 
tons, pour abreger, par X, X,, X,; Y, Y,, Y,; Z, Z,, Za; les cosinus des angles que 
les tangentes aux trois courbes coordonnées, font avec les axes des x, y, 2. Décom- 


. . [2 4 . La La 
posons une courbure inclinée — suivant les élémens do , do, , do, d’après la règle 


24 
du parallélipipède des forces, et, représentons l’une quelconque de ces composantes 
obliques, par exemple, la composante suivant l'élément de,, par = , l'indice (2) 
2 I? 
24 


marquant l'élément de l'arc suivant lequel la composante est prise. Cela posé, si 


pe , oe 1 
nous remarquons qu'il n'y a qu’un seul mode de décomposition de la courbure — 
Lai 


suivant les arcs do, do,, do,, l’on aura: 


1 i 1 1 1 ot ole « : | 
(22) Fo e) Tie a ee atea) GE BSH (6) 
Uo) ee sin Bb, weine pa LA 
1 x 





or, la projection de la courbure sur l’axe des x, est égale à la somme des 


o 





24 
sti Lau 3 
projections des composantes jo: jo: jo sur le même axe, ou aura donc, d’a- 
24 24 24 
près l'équation (9), 
dX de; RER X 
+ do, de i TT a 


2° Si nous représentons par — 5, la composante oblique suivant l'élément de, 


(2) 
Ti 


, 1 a x ,13* . x . . 

d'une courbure =e d’après la règle de parallélipipède des forces, l'indice (2) mar- 
1 

quant l'élément suivant le quel la composante est prise, l'équation (8) donnera, en 


opérant comme nous venons de la faire , 





dial A XX i 
> “0 rata): ù 
avec les relations 
1 1 1 cotg cotg 1 1 
(20) PR) Tee ALES al I, = TT (3) 
un vsıng, 7 v, vi r, v, SIN 9 


Ces variations constituent en quelque sorte l'essence de la question qui nous 
occupe. Dans la théorie purement analytique des coordonnées curvilignes, elles dé- 
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pendent de la résolution d'un systeme de 9 équations linéaires, à 9 inconnues, dont 
les coefficients se composent des variations premières et secondes des paramètres 
différentiels du premier ordre, et des variations des angles coordonnés. La méthode 
que nous avons suivie, dispense de la résolution d’un pareil systeme d'équations , 
résolution qui serait, peut-être, impraticable ; elle y substitue un procédé simple et 
facile, et donne l’expression de ces variations sous une forme à la quelle l’intro- 
duetion des courbures inclinées, donne un caractère de clarté et de symétrie. 


i ? u RP | 
Il est bon de remarquer que les trois composantes obliques 10° 10° m sont 
‘24 24 24 
liées entre elles par une relation linéaire, et qu'il en est de même des trois com- 
AE A + eed BLY BR a, 
posantes obliques #3: pj» a; en effét, si l’on élimine £,,, ¢',, entre les trois équa- 
VORRETE 
1 1 1 
tions (22), et, <, 0, entre les trois équations (25), l’on obtient: 
1 coso COS © 1 COS 5 cose 
(26) “Stan (6) net (3) 
(2) (4) (oh? (4) (2) (0) 
hi ba; DI. ri r, ri 


14° De la double variation d’un cosinus X, relatif à un arc coordonné, 
prise par rapport aux deux autres arcs coordonnés. 


Remarquons que la dérivée seconde de X, par rapport à p et p,, peut s’obte- 
dX, 
dp,” 





nir des deux manières: ou bien, en prenant la variation, par rapport à p, de 


Lele son i NETTO 
ou bien, la variation par rapport a p,, de A - Si nous faisons le calcul de la pre- 
Ù 


mière manière, nous introduisons dans le second membre de la dérivée de l’équa- 
tion donnée par le type (23), les variations simples, par rapport à p, de X, X,, X,; 
et, si nous éliminons ces variations au moyen des équations contenues dans les ty- 
pes (23) et (24), nous avons la variation seconde exprimée linéairement par rapport 
ED 
Pour abréger , posons : 
(27) in 1 1 1 


IT) RAT IONI SONE 
(0) (0) (0) (4) 7(0) (2) 7(0) 
M ibis I; LO Ure I; 


et représentons par ce que devient cette expression, lorsqu’on remplace 


1 4 
les indices de forme (0) de seconds facteurs, pour les indices (1), (2), l’on 


Tom. VI. N. 2. 41 
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aura : 





dX, - (+ X a 
dp. do sl do dp, \M° M M° 
(28) (3) 


d / do, d do, d'/ ‘de, 
Me (È js) Ed (È ia) eg (m js) 


Si nous faisons le calcul de la seconde manière, que nous posions 


1 1 a 1 1 
(0) — To) Jo) "T Ta) plo) 72) 00) > 
N US pe lio UN. be To 


> tet 1 1 : 
et que nous représentions par No? New ce qui devient cette expression lorsqu’on 


remplace les indices de forme (0) des seconds facteurs, par les indices (1) , (2), 
l’on aura; 





dio a (a X =) 


dedp, de dp, (NOT NO + NO 


(28) (3) 


d do d do d do 
gi de ia) + a rm) 8 Ss m) 


15° Relations entre les variations des composantes 
des courbures inclinées. 


Si l’on remarque que les deux variations secondes du n° précédent, doivent 
étre identiques, quelques soient X, X,, X,, l’on obtiendra trois relations entre les 
variations des composantes obliques des courbures inclinées. Ces relations sont: 


d / de, d (do \ dede, f A A 
dp \dp, U2) de. \dp lif J dede,\N° M)? 
d / do, d do do do, / 1 
e slam) rr) È 


re d ( de \ de deft 4 
de \dp, (2) de, \dpl®/ dp de, N° MP) 
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Si l’on a égard aux relations (26), les seconds membres des équations précédentes 
sont représentés par les trois lignes suivantes : 


do do, 1 4 1 1 1 1 
La dp dp, [3 tor 2) 19 cos 9 “e TO) 13° 70,0% cos Qt TOT OR) COS 9, + 


42 10 10 02 12°0 4002 


(era) 
VIDA 


do do, [/ 1 SOY aoe! 1 
dpdp, L\ dur RR EY a 


‘ 


ES =(( : - ) COS 9 + ( 1 Le ) COS Pr + (m nn Jeos 7 
dodo Aa IG) Tan T na 70) 7 1 mee A 
do de, 72 70 [En 12 JO) 121,0 12 JO 12) on 5 


12 "20 12 20 10 42 


( : )| 
fo 12) 10)..(2) 
I I bar, 


La premiere et la derniére des équations (29), appartiennent au méme type, la 
deuxiéme est une consequence des deux autres, comme il est aisé de le reconnaitre 
d’après la forme que nous venons de donner aux seconds membres de ces équations. 

En effet, si l’on multiplie la premiere par — cos 9,, la deuxième par l’unité, et 
la troisième par — cos 9, et qu'on ajoute, on oblient une équation identiquement 
nulle en vertu des équations (15). 


16° De la double variation d’un cosinus X, relatif à un are coordonné, 
prise par rapport à cet arc, et à l’un des deux autres. 


Representons par les expressions suivantes : 


ee a | 
po’ 90 





: fa] + er + Eee ar nina + ie + 2 
(0) ~~ 700) 10) (1) 710) (2),40) > (0) "0.0 (1) Jo) (2700) | 
pP Li Ir ie l 2 bie To Q To To To Lo To hi 


1 i 1 1 
po’ pa’ QM? Qe 


remplace les indices de forme (°) des seconds facteurs, par les indices (1), (2); 


et par ce que deviennent ces deux expressions , lorsqu’on 


cela posé, prenons la variations de "n par rapport à p,, et ensuite la variation 
SE 


dX a ’ 
de == par rapport à 0, et opérons comme au n° 14; 


2 
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Nous aurons: 
WX, _ded, (X, N, X 
dodp, dodo, po po pe) 
(30) (6) 


d do d do d do 
a. (x ta) Fig fr To) = (cm) 


aX, __ dodo, aot où + où) 
dp,dp TE do dp, Q° QU 0 
(30)' (6) 


de Sy SEALS È ae 
LG, (Gas) Ai (it) ian: dp fo) | 


17° Relations entre les variations des courbures propres et des 
courbures inclinées. 





Si l’on identifie les coefficients de X, X,, X, des deux expressions précédentes 
l’on aura les trois relations: 


(m) (TE to) 
dp, GTR ESS J ede dor SI E 7 

d do d / do do do, f 1 1 
een) J: 


d/ de d/ de: __ dodo, / 1 i 
dp, \do hi dp dpr” dodo, DEN u 


Si lon a égard aux relations (26), les seconds membres sont répresentés par 
les expressions suivantes: 














is > : COS @ + - : COS 9,-+ à . cos 
dp dp, TR) IT ea pa SAT art 
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debate 1 1 1 RT EN le a 
ae (me - m) - (a9 0) (mm m) 

1 1 

Gotan) 


do do, 1 F E, 1 1 
va, (em om) + (wr 


Les deux premières équations constituent, chacune un type particulier; la dernière 
est une conséquence des deux- autres, comme il est aisé de le reconnaitre, d’apres 
la forme que nous venons de donner aux seconds membres des équations. Ges for- 
mules renferment comme cas particulier, les formules de M. Lamé relatives au sy- 
steme orthogonal, et celles de Gauss relatives aux courbes tracées sur une surface 
quelconque. Si l’on éliminait des formules (29) et (31) les variations des ares, au 
moyen des équations (20), l’on aurait des formules qui ne contiendraient que les 
courbures propres ou inelinées, et leurs variations. Ce calcul se fait simplement de 
la manière suivante. 


18° Transformation des équations précédentes. 


Remarquons en premier lieu que les variations des ares, s’expriment très sim- 
plement en fonction ‚des composantes obliques des courbures inclinées, suivant 
les trois ares coordonnés. En effet si dans les formules (20), on exprime les 


1 1 See 
courbures at Me fonction des composantes obliques des courbures inclinées , 
421 12 


suivant les trois ares coordonnés, on obtient, par des transformations faciles, les deux 
équations : 


(20)" d /do, __ do, do, 4 4 d do) do, do, LINSE | (3) 
dp; dp, de, dp, ha, LO dp, dp, de, des Mn I?) 


Ces formules peuvent aussi être établies directement comme il suit. Si l'on re- 
marque que l'on a les deux relations : 


dx do, dx do 
Mie Te HE ote 
Px Px P2 Pa 


La differentiation de la première par rapport à ps, et de la seconde par rapport 
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à e, donnera deux résultats identiques quelques soient X, X,, X,; or, si, de ces 


le € dX 
deux résultats, l’on élimine les deux termes SERE 
de, dp, 


et que l’on identifie les coefficients de X, X,, X, l'on obtient les équations ci des- 
sus, ainsi que la relation suivante: 








au moyen des équations (23), 


4 1 
(32) 70 = Jo’ (3) 
24 12 


laquelle prouve que les composantes obliques, suivant le même are do, de la courbure 
inclinée des deux autres arcs, l’un par rapport à l’autre, sont égales. 

Cela posé, effectuons les différentiations indiquées dans les premiers membres 
des équations du n° 45, et éliminons les variations des arcs au moyen des équa- 
tions que nous venons d’etablir, nous aurons les 3 équations suivantes: 


rit 14,3 1 1 1 1 1 1 

de (r=) ~ de, G)= GE i 107) aa Ge ia) +7 i rara) Fe 
( 4 4 

d /1 d 4 4 1 1 1 4 4 

(m) m (ma a ira) pi Gros me) Ge C mg) + 
(an) 
ro)? 

deuil d 1 1 4 Aue 1 1 1 

de (7) ~ de, Ge) re) a (are i maz) (a m rs) Li 


1 1 
Tune 1079), 


En opérant de la même manière sur les premiers membres des équations du n° 17, 
l’on trouve: 


iy [AN CAT Ses le eo 2 1 1 ) 
do, io dc po) Fi yy riga po) a Ale ON Bre 


20 20/ 
(mm m) 
#4) 700) 7 JG) 7(0)}? 
Foti ea baad 


20 20 
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de fad di fr 1 1 2 1 1 2 
EL, 
Pi TER) 
oo fet d /1 1 1 1 1 1 1 


( ) 
pit) 2 «ad ad J” 
To I le 


19° Conclusion. 


Les formules fondamentales que nous avons établies dans le cours de ce mé- 
moire, n’avaient pas encore été trouvées (*) par les géométres, dans le cas d’un sys- 
téme quelconque des coordonnées curvilignes. La forme simple et expressive qu’elles 
possedent leur vient de l'introduction que nous avons faite dans notre théorie, de 
la courbure inclinée des courbes coordonnées. Elles donnent lieu à des applications 
intéressantes, faites a la théorie des courbes et des surfaces, dont nous avons déja 
fait connaître une partie dans les Comptes rendus de l’Institut tom.57. Nous nous 
proposons pour montrer l'utilité de nos formules, de réunir les plus importantes de 
ces applications dans un second travail. 


Marseille, 24 février 1862. 





(*) Voyez les comptes rendus de l’Institut tom 54. pag. 462. 
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EQUAZIONI FINITE ED EQUAZIONI DIFFERENZIALI 
DI ALCUNE CURVE DERIVATE. 


1° Se da un punto scelto nel piano di curva si conduca una perpendicolare so- 
pra la retta tangente alla curva in un punto dato, è noto che il luogo geometrico 
dei piedi di queste perpendicolari produce una nuova curva, che dicesi derivata 
prima positiva dalla curva data: proseguendo con la stessa legge si darà luogo ad 
una serie di curve derivate di ordine intero e positivo. Viceversa il luogo geome- 
trico degli inviluppi delle rette condotte perpendicolarmente alle estremità dei re- 
spettivi raggi vettori di una curva data, dicesi prima derivata negativa, e prose- 
guendo con la stessa legge si dedurrà una serie di curve derivate di ordine intero 
negativo. Queste curve sono state da lungo tempo esaminate da me, ed in varie 
questioni dal Sig. W. Roberts, e dal Sig. Profes. Hirst, e da altri geometri. Os- 
servando poi una qualunque delle due leggi di derivazioni si scorgera, che nell’ ordine 
intero positivo, una curva derivata, si potrà considerare come prima derivata ne- 
gativa dalla susseguente; lo scopo di questo breve articolo, è di riportare in alcune ap- 
plicazioni l’equazioni differenziali di certe curve derivate, che potranno considerarsi 
di ordine negativo rispetto alla curva susseguente. 

2° Siano adunque x, y le coordinate di un punto qualunque di una curva data 
di equazione y = f(x). Conducendo per questo punto una retta tangente, la sua 
equazione sarà | 
d 
dx 


= 





Y—y = (X— 2) 


ed ove X, Y sono le coordinate di un punto qualunque della detta retta tangente. 
Scegliamo l’origine per punto fisso, e conduciamo da queste una perpendicolare sulla 
tangente si avrà 


1 
D Da MORE RR 


dy 
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La coesistenza delle due equazioni per lo stesso valore di x , y porgera per l’elimi- 
nazione | 


x lady == yd) y de (œdy— yda) 
_ de°+ dy’ ia dx” + dy” 


I secondi membri si potranno ridurre mediante l’equazione della curva, a semplici 
funzioni di una sola variabile, la quale eliminata ci farà giungere ad una equazione 
fra X, Y, che appartiene alla prima curva derivata positiva : se per i corrispondenti 
punti queste due curve le loro equazioni siano espresse per 


fæy=0 , BH Xo 0 


la curva F è prima derivata positiva da f, e viceversa f sarà prima derivata ne- 
gativa da F. Ora quando sia data la curva F, è chiaro per i precedenti valori 
di X, Y, che verrà a riconoscersi l'equazione differenziale della curva f prima de- 
rivata negativa da F: il che dichiareremo con qualche esempio. 

3° Supponiamo che la curva F si riduca ad un’ ellisse con l’origine al centro 
si avrà per |’ equazione 


sostituiti i precedenti valori di X, Y si avrà primieramente 


dy” (xdy — yda)” da’ (xdy — ydx) 4 


a’ (da + dy) "(dei dy’) 
ove fatto dy = pda, si giungerà all’ equazione di quarto grado 
b° (a’—a’) pi— 26° xyp° + (a + b’y’— 2a?0°) p— 2a°xy.p + a’ (y?— 0’) = 0 


la quale sara |’ equazione differenziale non lineare della prima curva derivata ne- 
gativa dall’ ellisse: Come già mostrai da lungo tempo, I’ equazione finita di questa 
curva è del sesto ordine e conosciuta sotto il nome di curva di Talbot. Di più 
come ha mostrato il sig W. Roberts, la curva parallela ad una curva data ha la 
più grande analogia con la prima derivata negativa, e ad essa si riduce per alcune 
sostituzioni particolari e viceversa la prima derivata negativa si potrà riportare alla 
curva parallela: si può consultare una Memoria del Sig. Cayley nel tomo II. di 
questi Annali sulla superficie parallela all’ ellissoide, ed una breve Nota del Si- 
gnor W. Roberts inserita nel tomo IV. dei medesimi Annali. 


Omen VI NE; 12 
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4° Cosi per discutere un’ altra applicazione, prendiamo un’ ellisse, e la sua de- 
rivata positiva dal centro, e che saranno 


> 
x” y , 2 2,2 22 22 
—+S—=1 ; (XL + Y) = a°X°4- 5°Y 
a 
viceversa I’ ellisse sarà prima derivata negativa dalla curva di quart’ ordine. 


Se in questa seconda sostituiamo i valori di X, Y, di sopra stabiliti otterremo 
(ady — ydx)*— a°dy?+ b°da° 

la quale sarà l’equazioue differenziale dell’ ellisse, come sarebbe facile il verificarlo 

direttamente: infatti la detta equazione differenziale è verificata dai valori 


x=0 089 ,’ y=bseno. 


di più la medesima porge 
dy” dy 
a — 2°) =, + 20y—= + b’— y = 0 
la quale vien anche soddisfatta sotto la condizione delle due radici eguali, ossia pel 
valore nullo del discriminante: infatti risoluta una tal equazione rapporto a = ; 
| x 
si trova per la quantità sotto il vincolo radicale 6?%?-+ a?y?— ab’, la quale egua- 
gliata a zero rappresenta l’equazione dell’ ellisse. 
5° Facciamo qualche altra indagine, per la curva parallela all’ ellisse, e per la 
sua prima derivata negativa. Il Sig. Cayley nel tomo HI. di questi Annali giunge 
all’ equazione della curva parallela all’ellisse col cercare il discriminante nullo del— 
l'equazione di terzo grado 


304 3 (@+ b+ P— aî— y2) +3 (+ DRE — ab? — ba? — a2y?) 0 
+ 3a°b°k°—= 0 


ove k è la distanza costante presa sulla direzione della normale all’ellisse: se I’ e- 
quazione di terzo grado si ponga sotto la forma 


AG 3B9°+ 3C0 + D= 0 


e per maggior simmetria di calcolo, il discriminante si rappresenti per la differen- 
za di un quadrato e di un cubo, in questa guisa l’ espressione simmetrica che ne 
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risulta porgerà sotto il medesimo aspetto tanto I’ equazione della curva parallela 
all’ ellisse, quanto per quelle modificazioni che indicheremo, l'equazione della prima 
derivata negativa. Ora per il discriminante D, dell’ equazione di terzo grado ab- 
biamo 


AD, = (A?D + 2B°— 3ABC)°— 4(B°— AC)? 


quindi eguagliato a zero, e sostituiti i valori di A, B, C, D risulterà per |’ equa- 
zione della curva parallela all’ ellisse 


(27 abk+ 2 (a+ b? + °-° y) 
— 9 (+ + k°— a’ — y°) (Wk + V+ ab — ba’? — dy) 


| 3 
— À ((a + P+ k°— a°—y°)— 3 (Wk? + D + a°b°— Lx — y) = 0 


la quale ascende all’ ottavo grado, e fù ritrovata la prima volta dal Sig. Catalan. 
Ora secondo una regola indicata dal Sig. W. Roberts si passerà da questa curva, 
alla prima derivata negativa con duplicare le dimensioni a, d dell’ ellisse, e col fa- 
re k°= x?+ y. Eseguito pertanto un tal cangiamento, |’ equazione resta divisi- 
bile per 16°, e si otterrà la nuova equazione 


3 
(1 (a+ b4— a°b°) — 3 (aa? + y) 
= (0 (2b°— a’) a+ 95° (2a°— b°) y?— 4 (a° + b°) (2a?— D?) (25° — a) 


la quale è di sesto grado, e che fu da me ritrovata la prima volta nel 1846: di 
più in altra mia Memoria pubblicata nel tomo VI. Annali di scienze Matematiche e Fisi- 
che 1855 giunsi alla medesima equazione con aver riportato la questione alla ri- 
cerca di un discriminante nullo in un'equazione di quarto grado; ma il Sig. Cayley 
in una sua Memoria pubblicata nel tomo II. di questi Annali 1859, giunge a de- 
terminare l’equazione stessa riportandola alla ricerca di un discriminante nullo in 
un’ equazione di terzo grado: adunque la ritrovata equazione di sesto grado verifi- 
cherà I’ equazione differenziale di quarto grado riportata al n° 3. 

6° Termineremo questo breve articolo con rammemorare le ricerche fatte da 
alcuni geometri sulle curve, e superficie parallele. Cosi nel 1792. Il Prof. A. Lot- 
ter? pubblicò in Pavia un’ opuscolo sopra le curve parallele. In questo scritto si 
trovano l’equazioni differenziali delle curve parallele all’ ellisse , alla parabola, alla 


logistica, 0 logaritmica, alla cicloide, ed alla trattrice, o trattoria, e si aggiungono 
* 
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diverse altre ricerche importanti sullo. stesso argomento. Circa la stessa epoca com- 
parvero le Memorie di Kaestner negli atti di Gottinga, e del Cagnazzi di Napoli. 
Nel tomo terzo degli Annali di Matematica del Terquem per I’ anno 1844. trovasi 
una Memoria del Signor Breton di Champ sulle curve parallele all’ ellisse, ove il 
Terquem fa osservare in una sua Nota, che il Sig. Reiss di Gottinga in una dis- 
sertazione pubblicata fin dal 1826 sotto il titolo De lines et superficiebus aequi- 
distantibus sono riportate tutte le formole differenziali relative alle curve equidi- 
stanti piane, a doppia curvatura ed alle superficie curve. Quantunque non sia a 
mia cognizione la citata dissertazione faccio pur nondimeno osservare, che tutte le 
formole differenziali sopra le curve, e superficie parallele sono esposte in una me- 
moria del Prof. A. Bordoni di Pavia, presentata alla Società Italiana delle Scienze 
fin dal 1811, e pubblicata quindi nel 1813 nel tomo 16° degli Atti della stessa 
Società. Infine si rammenti la citata Memoria del Sig. Cayley sulla parallela all’el- 
lisse ed altra sulla parallela alla ellissoide, ed ambedue inserite nel tomo III. di 
questi Annali, non che due mie Memorie pubblicate fin dal 1850. 


Roma 3 Agosto 1864. 


Barnapa ToRTOLINI. 
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Manière des compter des Anciens avec les doigts des mains et autres 
parties du corps. (Extrait du Tratado de Mathematicas, por JUAN PEREZ DE 
MOYA, Alcala de Henares ano 1573.). Par A. MEarre, Professeur, Officier 
de l'instruction publique. 


Les anciens comptaient avec les doigts de la main gauche jusqu’à 99, et avec 
ceux de la main droite les nombres au dessus de 100, de la manière que nous 
allons dire. Quoique différents auteurs fassent mention de ce mode de compter, 
tel que Erasme en son exposition du premier livre de St Jérôme contre Jovinien, 
St Jérôme lui-même dans le livre I”, chap. XIII, sur l'Evangile de St. Matthieu, 
St. Isidore, Bede l’Anglo-saxon dans le traité qu'il intitule : de natura rerum, An- 
tonio de Lebrixa en la 15° annotation de la 3° Quinquagena, et beaucoup d’autres, 
celui qui l’explique le mieux et avec le plus de soin est Pierio Valeriano en son 
37: livre de hyeroglyphicis. 

Ce dernier auteur dit que pour marquer 1, les anciens pliaient le petit doigt 
de la main gauche de manière à ce qu’il touchàt à la paume de la main. Le petit 
doigt et celui qui le suit (le medicus des Latins ) pliés de cette sorte indiquaient 
le nombre 2. Pour 3, ils pliaient toujours de la même manière les deux doigts susdits 
et le doigt du milieu. Pour indiquer 4, ils levaient le petit doigt et laissaient le 
medius et le medicus pliés comme ils l’étaient pour 3. Pour 5, ils tenaient plié le 
doigt medius, et étendus les autres doigts de la main. Pour 6 ils pliaient le doigt 
medicus et étendaient les autres. Macrobe (liv. 6. chap. 13 des Saturnales ) recher- 
chant pour quelle raison l’anneau se met dans ce doigt medicus , plutôt que dans 
tout autre doigt de lau main, entre autres causes donne celle-ci: c’est, dit-il, 
parce que le anciens figuraient avec ce doigt le nombre 6; que 6 est le premier 
des nombres parfaits, et que les nombres parfaits étant grandement célébrés pour 
les propriétés excellentes et singulières qu’on trouvait en eux à l’exclusion des au- 
tres nombres, on récompensa le doigt qui dénote un nombre si excellent, en le 
couronnant avec l'anneau. Pour marquer 7 ils pliaient le petit doigt autant que 
possible, de manière qu’il atteignit la base de la main. Pour 8 il pliaient à la fois 
de celte même manière le medicus et le petit doigt. Pour 9 ils pliaient le medius, 
conjointement avec les deux autres, petit doigt et medicus. Pour 10, ils posaient 
le bout de l'index sur la jointure du milieu du pouce. Pour 20 l’ongle du pouce 
était posé entre les racines de l'index et du medicus. Pour 30 le bout de l’index 
était joint avec le bout du pouce. Pour 40 ils mettaient le pouce sur l'index, en 
forme de croix. Pour 50 ils étendaient bien la paume de la main et les doigts, 
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et avec le pouce faisaient cette figure T. Pour 60, ils arrondissaient l’index autour 
du pouce, par le milieu. Pour 70, ils faisaient comme pour 60, avec cette diffé- 
rence que l'index entourant le pouce devait laisser l’ongle du pouce beaucoup plus 
à découvert que pour 60, le plus à découvert qu'il était possible. Pour 80 ils po- 
saient l'index sur le pouce, à l’inverse de ce qui se faisait pour 40. Pour 90 l’in- 
dex devait être plié de manière à toucher à la naissance, ou racine du pouce. 

De là ils passaient à la main droite; et ce qui en la main gauche était 1, en 
la droite est 100; et ce qui en la gauche était 2, en la droite est 200; et ils pro- 
cédaient ainsi successivement jusqu’à poser 900 en la main droite, de la même 
manière qu'en la gauche il posaient 9. Et ce qui en la gauche faisait 10, en la droite 
fera 1000, ce qui faisait 20, 2000, et ainsi de suite jusqu’à 9000 qui se pose de 
la même manière qu’on posait 90 de la main gauche. 

Juvénal fait mention de cette manière de compter les centaines avec la main 
droite, quand il dit en parlant de Nestor ( X° Satire ): 


Felix nimirum, qui per tot secula mortem 
Distulit, atque suos jam dextera computat annos. 


Pline (liv. 84, chap. 7 ) et Macrobe (liv. 1, chap. 9. ) font mention de cette façon de 
compter avec la main gauche les nombres au-dessous de 100, et avec la droite les 


nombres exacts de centaines, quand ils traitent de la statue de Janus (divinité qui 
présidait à l’année chez les anciens); il disent en effet qu’on le représentait indiquant 
avec la main droite 300, et avec la gauche 65, c’est-à-dire le nombre ou la me- 
sure des jours qui composent l’année. Suivant ce que nous avons montré, la sta- 
tue de Janus avait les trois doigts (le petit, le medicus et le medius ) de la main 
droite fermés, marquant ainsi 300; de la main gauche e faisait la figue, figure 
avec laquelle on indique 65. 

Poursuivant ce qui a été commencé, on trouve que la main gauche appuyée 
à la poitrine, la paume tournée vers le ciel, marque 10,000. La main renversée 
la paume contre la poitrine marque 20,000. La main touchant la poitrine de ma- 
nière que la paume soit tournée vers les pieds marque 30,000. La dite main pla- 
cée en face du nombril, la paume vers le ciel, marque 40,000. 


Marre. 
Paris, le 12 Janvier 1864. 
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QUAESTIONES 


Quas Academiae Regiae Scientiarum Borussicae Classis Physica et Mathematica 
certamini litterario in a. MDCCCLXVI et MDCCCLXVII proponit 


promulgata in conventu solemni anniversario Leibnitii memoria dicato, 


Die VII. Iulii a. MDCCCLXIV. 


(EX PECUNIA A STEINERO INSTITUENDIS CERTAMINIBUS LITTERARTIS LEGATA.) 


Quum Ill. Steinerus commentatione egregia, quae anno MDCCCLVI in relatio- 
nibus Academiae menstruis prodiit (*), fundamenta posuerit quibus superficierum 
tertii ordinis theoria geometrica superstrui potest, Academia scientiarum viros in 
methodis syntheticis versatos cohortatur, ut quae a praestantissimo geometra inchoata 
sunt compleant atque perficiant. Quem ad finem id potissimum spectandum erit , 
primum ut propositionum praecipuarum demonstrationes ab ipso auctore non nisi pri- 
mis lineis designatae diligenter elaborentur; deinde ut disquisitio geometrica ad eos 
quoque casus nondum satis exploratos extendatur,in quibus evenit ut elementa quae- 
dam ad superficiei constructionem a Steinero adhibita non sint realia. Praeterea 
etsi Academia non postulat, ut lineae duplicis curvaturae ex intersectione duarum 
superficierum tertii ordinis prodeuntes accuralius examinentur, tamen rem gravissi- 
mam facturum esse censet, qui hanc partem Steinerianae doctrinae suppleverit. 

Constitutae sunt Calendae Martiae anni MDCCCLXVI, ultra quas nullae com— 
mentationes ad certamen admittentur. Addendae sunt ex more solito commentatio- 
nibus schedulae, quae nomen auctoris contineant, obsignatae atque ilsdem inscriptio- 
nibus, quae commentationibus praefixae sunt, insignitae. Praemium, quod est DC 
loachimicorum, adiudicabitur in conventi sollemni Leibnitiano, qui habebitur mense 
Julio anni MDCCCLXVI. In conscribendis commentationibus lingua uti licet sive Ger- 
manica sive Latina sive Gallica. 





(*) Videas etiam diarii Crelliani vol, LAIT. 
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IL. 


Theoria functionum ellipticarum et Abelianarum iam in omnibus fere matheseos 
partibus problematum, quae antehac diffieillima videbantur, solutionem  perfectam 
suppeditavit. Neque dubitandum est quin plura adhuc nec minus gravia eiusdem 
generis restent, quae novos geometrarum conatus exspectant. Quam ob rem Acade- 
miae scientiarum visum est hance publice proponere quaestionem: 

» ut problema quodcunque maioris momenti, cuius argumentum ex algebra, 

» doctrina numerorum, calculo integrali, geometria disciplina mechanica et 

» physica mathematica sumi potest, trascendentium ellipticarum aut Abelia- 

» narum ope absolvatur. » 

Constitutae sunt Calendae Martiae anni MDCCCLXVII, ultra quas nullae com- 
mentationes ad certamen admittentur. Addendae sunt ex more solito commentationi- 
bus schedulae quae nomen auctoris contineant, obsignatae et iisdem inscriptionibus, 
quae commentationibus praefixae sunt, insignitae. Praemium quod est centum duca- 
torum aureorum adiudicabitur in conventu sollemni Leibnitiano, qui habebitur mense 
Julio anni MDCCCLXYI. In conscribendis commentationibus lingua uti licet sive 
Germanica sive Latina sive Gallica. 
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INTORNO ALLA RETTIFICAZIONE E ALLE PROPRIETÀ 


DELLE 


CAUTSTICEZS SECONDARIE 





STIDLIO 


DEL PROFESSORE 


ANGELO GENOCCHI 


1° Le curve chiamate caustiche sono evolute d’altre curve che si dicono anti- 
caustiche ovvero caustiche secondarie e che sono tangenti ad una serie di circonfe- 
renze aventi i centri sopra una linea fissa e i raggi proporzionali alle distanze de- 
gli stessi centri da un punto fisso (*). Il punto fisso è il punto raggiante; la linea 
fissa è la linea riflettente o rifrangente; la proporzione costante è l'indice di rifra- 
zione che nel caso particolare della riflessione si riduce a — 1. 

Siano a, b le coordinate ortogonali del punto raggiante; &,, y, quelle d’un punto 
della linea fissa o linea dirimente ; x, y quelle del punto corrispondente della cau- 
Stica secondaria; n l’indice di rifrazione. Il cireolo generatore, tangente alla cau- 
stica secondaria, avrà per equazione 


(7 — 2)’ (y — Yi) = n° [(%,—a)? + (yı— b)°] ’ 
la quale fatto 


Ti— a —=TCOSa, y—b=rsena, x-a=pcoso, y—b=—pseno, 
diviene 
(1) p°= (n?— 1)r°+ 2rp cos (0 — a): 
5 È : ee Birne 
differenziando rispetto ai soli r e « e facendo r= metal trova 
a 


(2) 0 = (n’— 4) rm + r'p cos (ow —a) + re sen (0 — a); 


ed eliminando r,r', « mediante l’ equazione della linea dirimente si otterrà l’equa- 
zione polare della caustica secondaria. 





(*) Teorema del Signor Quetelet. 
Tom. VI. N. 3. 13 
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Ma fatto per brevità n°= 1 — m, ricaviamo dalle (1) e (2) 
p+ m” rp—mr 


3 COS (®© — a) = ——— sen (co — — — i 
6) mn, uni 





’ 


se inoltre differenziamo compiutamente la (1) avendo riguardo alla (2), troveremo 


odo = rdp cos (0 — a) — rpdw sen (0 — à), 
donde 
dp _rpsen(o — a) 


(4) al 


do rcos(o—a)—p ; 


e chiamato s l’arco della causlica secondaria, ne dedurremo 








ds'= pda’ + dp= (; cos Sa 2, ) (+ Mr ra 9) | 





ossia per la (1), ds’ (E): 
r COS (0 — a) — p 
e quindi per le (3) 
2nre?do \* 
(5) de (FE) 1 
o — mr 
Si faccia tang(o —a) = ¢: si avrà 
! lt 
do — da = a 9 
(als 
e dalle (3) fa oh Se Sy 
rp+ mr 
20° à 
onde «ra 1 a 
Bm tr 


Adunque dalla (5) si trarrà 


r' 
ds = + nrdol 1 ——}), 
ir 
ossia 


n dé 
6 ds = 7 — ——, }. 
(6) 8 n( (+) 


Resta ad esprimere ¢ col mezzo di s e r: ora la (2) somministra 


| Tesen (wo — a) 


1; ’ 
mr — p COS (0 — a) 
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e quindi 


r i ure , 
r+r°={_——_——____-|] [+ mîr°- 2mrg cos (0 — x) |= ok PT 
mr — p cos (o — a) | mr — p cos (0 — a) 


in virtù della (1), e ricorrendo alla trovata espressione di r‘ se ne deduce 





onde 
12 2 
n°r n?r' 
sen? (w — à) = ——— t? = lang” (w — «) - = 
Tr r°+ mr 
e differenziando 
si n’r’r r' 


sicchè la (6) diventa 


“i 23.41 f 

pepe = n( =) ia LE ene ER 
12 2 12 

t t (r+r?)(r?+ mr") or 


3 ! ’ 24 ! 
r rir n°r r 
= + n| rda — —d.- — —{ d« — —d.-}]|. 
| er "rois ( ; (r?-+- r'*) (r? + mr”) : “)| 


Nel medesimo tempo si ha 


A! 
f= + EIER m} 
Vr + mr? 
sostituendo successivamente questi due valori, e chiamando s,, — s, i valori cor- 


rispondenti di s che supporremo avere segni contrari, otterremo 


3 Ù 
(7) Sit S2— 2N ( fra — i 0.5) ; 
r+r r 


pi 1 È e ae) 
= 9 3 rl res he a2 12 E 
(8) s,;+ 8 n fp 5 re sd 5 2 fu Vr? + mr 


ma deve intendersi che la somma s, + s, e la differenza s, —s, si permuteranno 
alcuna volta l’una coll’ altra. 

Con queste formole, data l’equazione della curva dirimente si potranno formare 
immediatamente le espressioni degli archi della caustica secondaria. 
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2° L'equazione (2) tra p e © rappresenta una retta, che sega il circolo (1) nei 
punti comuni al medesimo e alla caustica secondaria, e quindi rappresenta la corda 
di contatto che corrisponde ad un dato valore di « ossia ad un dato punto della 
curva dirimente;” e i due valori della variabile ¢ che entra nella formola (6) corri- 
spondono ai due punti di contatto d’una stessa corda. Perciò nelle formole (7) e (8) 
gli archi s, e s, saranno terminati ambedue dalle corde di contatto corrispondenti a 
due valori di « presi per limiti delle integrazioni che vi sono indicate. 

Determinati così gli archi s, e s,, la formola (7) mostra che rimanendo costanti 
il punto luminoso e la curva dirimente e fra due dati valori di «, la differenza 
di tali archi è proporzionale all’indice di rifrazione: teorema dovuto al Signor Mann- 
heim (*). 

| 
Per mezzo delle formole (3) la (4) diventa et, ossia Ale a il 
do rr 0 dr 

che porge questo teorema: L'angolo formato dalla tangente della caustica seconda- 
ria col raggio vettore condotto dal punto raggiante è uguale a quello che la tan- 
gente della curva dirimente fa col suo raggio vettore condotto pure dal punto rag- 
girante. 

Chiamati © e $ gli angoli d’ incidenza e di rifrazione pel raggio luminoso che 
cade in un punto qualsivoglia della curva dirimente, si avrà 


da 
== i 
colo =r AR sen y = nseng, 


e quindi 
nr" 


—— t See 

mi o 

lang 9 ’ ang Ÿ Vasa 
r " —- mr 


onde 
tang d = = lang (0 — 9g). 


Dunque /’ angolo compreso tra à raggi vettori della caustica secondaria e della 
curva dirimente è eguale all’ angolo di rifrazione. 

Essendo il polo nel punto raggiante, e normale alla caustica secondaria il raggio 
rifratlo, si possono enunciare gli stessi teoremi dicendo che zl raggio vettore condotto 
dal punto luminoso alla caustica secondaria fa col raggio incidente un angolo 
eguale all’ angolo di rifrazione e col raggio rifratto un angolo eguale all’ angolo 
dl’ incidenza. 

Si può anche all’equazione (6) sostituire la seguente 


ds= + n (r — r' cot v) (da + dy) ; 


(*) Journal de Liouville, 1862, pag. 127. 
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e alle (7) e (8) queste altre: 


8, — s= 2n (f rda — fr'cot ddd), s,+ s.= An (frdy — fr cot dda). 


I due valori di £ ossia tang (© — «) differiscono solamente pel segno; quindi i 
due punti della retta (2) a cui corrispondono sono sopra uno stesso raggio vettore. 
Dunque tutte le corde di contatto del circolo generatore colla caustica secondaria 
passano pel punto raggiante. E così gli archi s, e s, sono terminati da rette pas- 
santi pel punto raggiante. 

3° Si prenda per curva dirimente il circolo xf + y? = h°, e pel centro di esso 
si faccia passare l’asse polare. Sarà b = 0, e l’equazione del circolo 


r+ 2 ar cos « + a°= h° 
che differenziata darà 
rr'+ ar cosa — ar sen « = 0, 
onde la (2) diverrà 
(9) o sen © (à + r cos a) — r sen «(ma + p cos w) , 


e darà 





2 . 

r sen a 

r° sen’a + (a + rcos «)?== ( ) [p?sen’o + (ma + 2 cos) ], 
p SEN w 


ossia, in grazia dell’ equazione del circolo, 





(10) h°= ( — 2) (0? + 2map cos w + m?a’). 


Inoltre l’equazione (1) combinata con quella del circolo somministra 
e°+- m (h?— a’) = 2r cosa (ma + p cos w) + 2ro sen a sen w; 
e avendosi dalla (9) 


rsena 
rcos à = 





ST (ma + p COS w) —a, 
ì 


ne risulta 
2r sen a 
p sen ® 





+ m (h’— a?) = [(ma + p cos w)°+ p° sen°w] — 2a (ma + p cos w) , 
ovvero 
2r sen a 


e + 2ao cos » + m (h? + a’) = (0°+ 2map cos » + m°a?) , 





p sen o 


102 ANNALI DI MATEMATICA 
e infine per la (10) 
(e° + 2ap cos © + m (h°+ a*))? = Ah’ (0°-+ 2map cos» + m°a?) 

= Amh? (p?-+ 2ap cos © + ma’) + 4n°h°p?, 

che si riduce a 
(+ 2ap cos w + m (a’— h)) = An’h?p?, 

ovvero 
e°+ 2ap cos © + m (a?— h()= + 2nho; 

adunque, fatto 


l’equazione della caustica secondaria sara 


(11) + 2p(acoso + b) =c 


che rappresenta le ovali di Cartesio riferite a coordinate polari e aventi un fuoco 
nel polo ossia nel punto raggiante. 
Possiamo dedurre direttamente da questa equazione il differenziale dell’ arco. 


Avremo dp (p + 00080 + b) — agdoseno=0, 
e p+acoso +b=Ve+(acoso +6): 
quindi 
de? ada sen’ a+ D + c + 2ab cos w 


+ det + do'— do, 


c + (a cos © + b)” c + (acosw + 5)” 


a+ b’-+c + 2ab coso gg 
ds = eda VAE) = do Va + b +c+ 2ab cos w — 


a+ b—+ c+ 2ab cos w 
(cos + jdn À/ te. 


e però s=U — V, fatto 


U= do Va? + b? + c + 2ab cosa; 


Le 


a+ b° + c + 2ab cos w 
V — fo COS w —— b) do VERI) . 


L’integrale U si riduce immediatamente ad un arco d’ellisse. Per trasformare V 
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2 


1+y° 
v {R= de (TE) 
si Va — a + (a +5 — 2ax)° 


= 2 (ea ay /: ++" +(+(a—d)y. 
VA + y ct + PP+(a+b— (a— by’) 


: avremo 





poniamo da prima cos» = 1— 2x, poix = 


























essendo 
pe 2 2 li 2 
pes I = de (b— na), e però c+ (a + b)ÿ— if —; b) { 
faremo A n'a + b\° ARE er by’ 2 pe 
nie oF PEG Habe A “rie Bh? 


preso p positivo, e otterremo 


erg Fazer (Fe) 
A V(1 + pr} 1 + 292 +2 





ae Fa Carte bd. 
LL pe + (a ire 
eee 1 0 SR 
Sia Infine  3°+ = t, onde 22—Vt+2 Ris ur Van Vi—2; 
Ne dt dt dz dt dt 
e quindi Adz = ——— ———, —4—=>—+ — 
Vi+2 Vi-2 2 Vink AVES 


(valgono queste formole se si suppone <1: per 2> 1 si cambierà il segno di Yt—2). 
Si avrà 
1 + 227+ zt 2° (64-29), (1 + pa’) (p +2) = 2? (pt + p’+ 1); 


ed essendo 


a+b— (a — b) px’ 


zl 








2__ (1 +p’) (p +2) (© EUR, | 


(p+2) 2 = 


Mag 4) (+4), 
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fatto 

T=pt+p+1, T,= t+ 2%, 
si conchiudera 


(12) 2V = — =) dé 


EE — 


Vi—2 Vi+2 





_ 


VTT, 





A pad Pi) dé 
eee GS Vi+2/ VTST, ? 


onde è manifesto che V e però l’arco s delle ovali di Cartesio o linee aplanetiche 

dipende unicamente dalle funzioni ellittiche, e anzi dalle sole di prima e seconda 

specie, e poichè ogni trascendente ellittico di prima specie si esprime con due di 

seconda ossia con due archi d’ellissi, si potrà dire che gli archi di tali curve si 

esprimono con archi d ellissi. | 
4° Per effettuare questa riduzione, porremo 


























a ee 
Ve, COL 91 > 
2 2 
e avendosi 2 (gist A) ES PER ER MS 
p bp 
risulterà did ua podio 
2 Vi—2 Vp sen? 9, 
2 2 
Tee > T,= esi ESSI pre PRATI 3 
sen Pr p sen Pr bp + 4 
porremo anche Vi+ 2 = cot 9, » 
p 
onde Rome ET 2 
2Vt+2 Vp sen’ 9, 
N Sn È VEE zu, (1 “a SE ci sen.) : 
Pe psen 9, p 4 


Possiamo supporre a e b del medesimo segno, poiché se non fossero si rendereb- 
bero tali cambiando © in x — @ nell’ equazione (11): quindi: p sarà maggiore di 1, 
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e fatto 


Pe CET RS 
(13) a era lies) 


saranno k, e k, reali. Sostituendo questi valori si troverà 


1 (a + b) p— (a — b) : P| dt 
si I ——— — + 2a — 1 {$= 
2 eva 











Rafale ira o A ee do. 
= 2bdo, Vik sen 9, on. ’ 
fy I 





_ (a+b) p+ (a—bd) 9 he vd dt 
re tet ba | 


DO | = 


—_- b(1 — k3) d 
= 2bdo, V 1 — k; sen” o, = aerea aie 

2 2 

yr k° sen‘, 

e gl’ integrali di queste espressioni si riducono pel teorema di Landen ad archi d’el- 
lissi e linee rette. Possiamo ammettere che gli angoli 9, e 4, siano compresi 
ira 0 e 180°, e posto 
2Vk, 
Ike 4% et 








(14) À = 


(15) sen (20,— 9,)= È, seng,, sen (29,—9,) = k,seng, , 


supporre gli angoli 6, e 9, positivi anch’essi e compresi tra 0 e 180°: le quantita 
positive À, e À, saranno minori di 4 ancorchè k, e k, eccedano I’ unità, e gl’ inte- 
grali delle precedenti espressioni si ridurranno a 


— 2b [k, sen 9,— (1 + k,) f do, Vr Ai sen?0, | » 
— 2b |k, sen 9,— (1 + k,) fdo, 1 Az sen? 6, |. 


Ma le due espressioni di T e le equazioni (13) e (14) danno 














ATTRA eel he AV VE intl pe 8, 


Tom. VI. N. 3. 14 
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onde 
k,seno,= k, sen 9, , 


sul pri oe PERL AS 
(Comes b(1 + k:) un 


CAT ont DURE TE 
a x foina 


LA et do VITTI). 


rd tk) = 











dunque 


(16) V = — 4 Abk, seno, 








À, 
Si avrà inoltre 


a+ b?-+- ¢ + 2ab cos © = € + (a + bŸ + Aabsen’ do = 











2 RS, Re 2 
Aabp (iP lent, eee RIE] 
p_ 1 p 2 p’ (n’a + b) 
sicche posto 
na 2Vk 1 
(17) A ra), Et 


risulterà A< 1 e 





Adunque 





balla: oe ge A 7 ul 
(18) s==Abk,sen 9,+ 41 7 1 É d9 VA —2? sen? ale 4 : do, V1 — ii sen?0, 








PIS 1 CRE | 
> 7 do, VA — DE sen” 0, |» 
2 CI 

ove i limiti delle ampiezze 9,, 9, 0,, e 9 saranno determinati da quelli di © tra i 
quali si deve stendere l’arco della curva; e deve per ciò concludersi che ogni arco 
d’un’ ovale cartesiana è la somma algebrica d’una linea retta con tre archi d’el- 
lissi. 

Og es ; air | 

5° Si ottengono facilmente le relazioni che collegano gli angoli 9, e 9,, 9, e 6, 
all’angolo ©. Poichè si ha 
1—y? mi 

E ossia IT Enia Lt = 
14+y Ti + pz 





COS © = À — 2a = 
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quindi 
podio el (A cri pi (A+ 008,0)" 
— p(1+ cos a)’ NA 2 p(1—coso)(1 + cos) 
Pic peat: Er 1 + coso) — (1 (1 — cos w)\” 
(p + 1) col’9,= (t — 2) p (= re ; 
p(1+ cos 0) + (1— cos w)\° 
(p — 1} co’, = e+ 0) p (FE — | , 
sen © 
donde 


(p+ 1) sen » cos 9,== sen 9, [p —1 + (p + 1) cos w], 
(p — 1) sen » cos = seno, [p + 1 + (p — 1) cosa], 


sottinteso avanti agli angoli 9,, 9 il doppio segno =. Queste equazioni a causa 
delle (13) divengono 


(19) a sen (0 — 9,)= bkisen 9,, a sen (o — 9.) = Dk; sen 9): 


combinando le stesse equazioni con le (15) e intendendo che si possa dare il dop- 
pio segno anche agli angoli 0, e 0,, si trova 


b 
(20) sen © (k,-++ cos 29,) = sen 20,(7 k? + cos ») , 


b 
sen o (k,-+ cos 20,) = sen 20, (; k} + cos ») 


Se i n'a+b . 
Sostituendo nelle (13) il valor di p che è + e reso pr [ULI vedrà che una delle 
9 2 


di 1 1 na RR 
quantità k?, k? sarà = — e l'altra en Nell’ equazione (18) i coefficienti del se- 
n 


condo e terzo integrale eguagliano 20 (1 + k,) , 2b (1 + k,) e questi saranno i se- 
miassi maggiori delle due ellissi corrispondenti, onde essendo 2, e A, i moduli, se 
ne dedurranno per Je (14) i semiassi minori 2b (1 —k,), 26 (1 — k»), fatta astra- 


i : ue. VA Bi 1 
zione dai segni, e però i semiassi d'una di queste ellissi saranno 2 [1 = —}, e 
n 
quelli dell’ altra saranno 2 (na = è), considerati i soli valori assoluti. Similmente 
il coefficiente del primo integrale, semiasse maggiore della ellisse corrispondente, si 
2b , 2(n°a +b i . 
riduce a — (1 +k), ossia aH. e per le (17) il suo semiasse minore 
n 


n 
2b 2 (n°a — b | 
è —(1— k), ossia DEE , fatta sempre astrazione da’ segni. 
n 
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Denotando con E (6), E, (9,), E,(9,) gl’integrali che entrano nell’ equazione (18), 
avremo 


s = Abk, sen 9,+ 2 VE (1+k) E (0)—20(1+k,) E, (8) — 2b (1+k,) E, (9,): 


Poe dee ciali Ana“ b 
ma una delle quantitä „Ko ake eguaglierà — ossia k, e supponendo mur =k, Si 


b 
avra 
—— ab 
bk,= V abk = k = 
di più, se si stabilisce 
sen (20 — 9) — k senv, 


confrontando con la seconda (19), si dedurrà 9 = 9, per essere » = 29, talché 


1 ab 
sarà bk, sen g,= k seng TE Dunque potremo anche scrivere 


s=2 = |a + k) E (0) — 2k sen ] + 2b EE senp — (1+ k,)E, (| 


+ 2h [2er o— (1 + k,) E,) | : 


che in virtù del teorema del Fagnani si può ridurre a 


s=2 SEE) + 2b(1 + k,) E, (4) + 2b (1 + k,) E, (4), 
essendo E (4), E,(Y,), E,(4,) i valori degli stessi integrali per altre ampiezze 4,4,,4,: 
onde segue che un’arco d’ovale si riduce alla somma di tre archi d’ellissi. 

6° È noto che le ovali di Cartesio hanno tre fuochi posti sopra una stessa 
retta: presa questa retta per asse polare e preso uno dei fuochi per polo, siano d, e 0, 
le distanze del polo dagli altri due fuochi, e p, p,, p. le distanze del polo e degli 
altri fuochi da un punto della curva; supponendo che gli altri due fuochi siano 
dalla medesima parte del polo e che sia w l'angolo di p coll’ asse verso quei fuo- 
chi si avrà 

p = p+ d3— 2d,p cosa, pi = p+ di — 20,p cosw, 


onde o 
d2pr <= dpi nia (2: — ö,) p?-+ 0,0, (0, d,). 
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In questa equazione si sostituiscano i valori 
(21) Pi= h+ np, po= h,+ N;p 
ove h,, hs, n,, n, sono costanti da determinarsi, e per renderla identica si ponga 
dh? — d, hi = 0,0, (0,— 92), dm, = dinah,, don — dni= d,— d,. 


Eliminando n, e h,, si troverà 














N i ; 0° — h? 
hî — 0,00? roi 0, (0, waa“) = 0, ossia d,= a) ’ 
e quindi 
2 == dn, dari d — h, Nn, = h, h = Oath, = N. (25 ae hi) = 
È I 0 # 0, 3 o dn, d, (1 Es nt) 


Si avrà inoltre 
(hy+ 20 — e+ d? sr 20 ,p COS w , 


che si renderà identica alla (11) se porrassi 


mb 
n=, o=—ma, h=—-—, 
n 
poichè ne risulterà 
| 2 2 
eigen : >. RN Al ye os 
1—n 1—n 1—ni 


Con tali valori adunque saranno soddisfatte le relazioni (21) tra i raggi p,0,,095 
il che stabilisce ad un tempo l’esistenza e la posizione dei tre fuochi della curva. 

Si chiamino ©, e ©, gli angoli formati dai raggi vettori p, e p, coll’ asse fo- 
cale dalla stessa parte dell’ angolo ©: avremo un triangolo coi lati p, p,, 9,, a cui 
saranno opposti gli angoli 180°—o,, w, 0, — ©, e un triangolo coi lati p, p,, 9,, a 
cui saranno opposti gli angoli 180°— @,, 0, 0,— ©; e quindi sarà 


o sen (o,— ©) =0, seno, , Pp, Sen(#,—) = 0, seno, 
sicchè la prima delle (21) diverra 


0, seno = h, sen (w,—w) + n,9, sen è, , 
ossia 
sen » (0,-+ h, cos w,) = sen w,(n,9, + h, cos è). 
Similmente si avrà 


sen @ (9,+ h, cos w,) = sen w, (n:9,+ hs cos w). 
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Ma per le precedenti supposizioni è 


do, na 0, 1 h, 
— = 3 Nea thes a Sag n= 3: 
h, b gn, j 


dunque 


b 


1 b 
sen | —— COS w, } == sen 0,{- + COS w }: 
n n'a 


Confrontando queste colle formole (20) e ricordando i valori di.k, e k,, si vedrà 
che gli angoli 29,, 29, debbono eguagliare l'uno o,, l’altro »,, 0 differire da que- 


(na n’a 
sen è KE COS ©, } = senw, | —— + COS vo], 


sii di 180°, e però gli angoli 9,, 6, essere la metà degli angoli w,, ©, 0 dei loro 
supplementi. Adunque le ampiezze che limiteranno è tre archi d’ellissi formanti l’e- 
spressione (18) dell’arco dell’ovale saranno le metà degli angoli che à raggi vet- 
tort condotti dai termini di quest’ arco ai tre fuochi comprenderanno coll’ asse. 

Se i valori di ©, e d, non risultano positivi, i tre fuochi non saranno situati 
come si è supposto, ma basterà invece di d, 0 d, porre — d, ovvero — È, e so- 
stituire 180°— © ad @: le espressioni di p} e p} resteranno come dianzi, e simil 
mente sussisteranno le altre. formole sostituendo all’ angolo ©, od «, il suo sup- 
plemento. 

Per ©, = 0, si avrà p = p, — 0, e p—0,—p,,ei corrispondenti valori di p, 
saranno per la prima (21) 











tt a 
Se bes Ko RE 
ee an, (h,— 0; 
la cui differenza è ont id — 2 (na — b). 
1—n 
Per w,=— 180° sarà p= Pit dis € p==—p,-- ro 
delta Ma Rat nd, è an 
Er 4, PET Ines 


la differenza di questi valori é 


id hia IE 2 (na + b). 


| 


Parimente i valori di p, corrispondenti ad 0,== 0 differiranno della quantità 


Pata talent AL (5 1), 
i—n, i—n n 
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e i valori di p, corrispondenti a w,— 180° differiranno dell’ altra quantità 





2n, (h, +0 2n,9 
an, ( 2 Ku SI Su N, È 1 (MH 1) 2b 1 1 7 
lern, i’—n| ? 


I valori di p che corrispondono ad © = 0 e ad » = 180° sono dati dall’ e quazio- 
ne (11) e si possono anche dedurre dalle (21), poichè per © = 0 si avrà 


h,+ 2 o, —h 
Pi= p—d, e pd 2, onde 6 = — ep = ~——,, 
1 —n, 1+n, 


e per © = 180° si avrà 





2 h,— 2, h,+ 0, 
= p+d, e p= —p—d),, onde peak Gory NN LT TE ET 
La differenza dei due primi valori è 
2(h+ m0) _ _2 (n'a + b) 
An n 


e la differenza dei due ultimi è 


Dh nd) — 2(n°a— b) 


eo i n 
Queste sei differenze sono le distanze tra i rami dell’ ovale misurate sull’ asse , 
e ad ognuno dei fuochi ossia ad ognuno degli angoli ©, w,, ©, corrispondono due 
di tali distanze o segmenti; di più richiamando le espressioni date nel n°. 5 si ve- 
dra che le medesime distanze tra i rami dell’ ovale eguagliano rispettivamente è 
semiassi delle tre ellissi à cui archi esprimono l’arco dell’ovale. 
Osservo infine che nell’ equazione (18) i valori dei tre integrali potranno essere 
positivi 0 negativi e che quindi l'arco s ne sarà solamente la somma algebrica (*). 
7° Nel caso della riflessione in cui n= — 1, le formole del numero precedente 
danno n, = — 1, d,= 0, h,= 0, e lasciano n,, d,, h, indeterminati: quindi i 
due primi fuochi si confondono in un solo e resta da determinarsi il terzo. Ma in 
questo caso m—0,c—0, e l'equazione (11) si risolve nelle due p= 0 
ep+2(acos®-+d)=0 che rappresentano il primo fuoco e la chiocciola di 


(*) La rettificazione delle ovali di Cartesio col mezzo di tre archi d’ellisse fu da me annunziata sen- 
za dimostrazione nel 1855 in un fascicolo del giornale letterario di Torino 7! Cimento (Volume VI, 
fascicolo VII). 
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Pascal (limagon): si ha di più 


ps = p°+ 0; — 20, cos © = (h,+ np)’, 





= p, + 07 + 20,9, cos = (= =) ’ 
\ 2 


e la prima si rende identica con la p°?+ 2p (a cos w + 6) = 0 ponendo 











92 2 d h,n, 
Ò = h 9 a == 2 9 b >= 2 + 
2 2 n, — 4 N, en 1 
b b— à 
Ossia = hs a N— a ’ h,= d,—= a y 


dopo di che la seconda, ovvero 


pat (> COS Go + ) Li h5 — dî nî 
2 





2 2 2 
ni — 4 N: — 
diverra e? + 2p, (a cosw, + b') = — (a! — bd), 
posto 
2 D: 42 9 
n° d, Ô hp A 
= y Y= —— , onde : a—b—dù, mari ii. 
ns; — 1 ns — 1 n; — 1 5 


si ha pure b= a, ab'= b?. Così è determinato anche il terzo fuoco e ad un 
tempo si vede che l’equazione (11) rappresenta la stessa curva (caustica seconda- 
ria del circolo per riflessione ) tanto pei valori a = a', b — b', c= — (a' — b')?, 
quanto per gli altri a = b', b= Vab', c=0. Avremo quindi dai calcoli del nu- 
mero 3 due espressioni dell’ arco di questa curva. L’ una sarà 





s=2 fdo vb? ab’ + by ad COS @ 
che si riduce ad un arco d’ ellisse (*) facendo 


4 ab! 
= 20, NT ns 
(Ja + yoy? 


e diviene 


s= 4V6'(Va'+V0) [do VI — 2 seno. 


(*) Teorema del Signor Quetelet. 
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L’ altra espressione sara 

stà 2a'b'+- 2a'b' cos w, 
s= fdo, V 209 + 20% cos w, + f(a! cos 0,+ B') do, vibes o,+ d'Y- (ab)? ): 
ossia 
a' cos w,—<+ d' 


Va' cos wo, a+ 2b' 





tes Vab' fdo, cos Eo, + vd 


do, , 


a' i à 
e fatto ©, = 26', na X*, diverrà 


EL rm ! 
s = 4 V ab sen "+ Ab! fad V 1 — 2? sen? 0! + 2 (a' 0) | 
VA — 2 sen?6 


Il confronto delle due espressioni darà 





i do! LA + /b 2b' 
[ar a VE in vb fu VA — 2? sen? 9 Gun de VA — 3? sen?6 


2 a b' 
Gp 


— 





sen 6, 


che contiene il noto teorema sopra la riduzione d’ un integrale ellittico di prima 
specie a due di seconda. Nel medesimo tempo otteniamo la trasformazione di Lan- 
den e Lagrange con cui si opera una tal riduzione: poichè abbiamo (n° 6) l'equazione 


sen © (0,-+ h, cos w,) = sen o, (n,0,-+- h, cos w) 
che diventa sen © (1 + cos w,) = sen w, (n,+ COS) , 


o ancora sen (0 — 6) = n,send', o infine sen(20 — 6)= X sen 0’, 


| b Var oo. 


e abbiamo di più la relazione dei moduli 
AN 


N = ——: 
(1+2) 


Riducendosi ad un arco d’ellisse l’arco della caustica secondaria del circolo 
quando n = — 1, si trae dalla formola (7) che si riduce pure ad un arco d’ellisse 
la differenza s, —s, per ogni altro valore di n vale a dire per ogni ovale Carte- 
siana (*). Lo stesso risulta direttamente dal n° 3, poichè si avrà s,— U-V,—s,=- U + V, 





(*) Teorema del Signor W. Roberts. 
Tom. VI. N.3. 19 
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e quindi 


$,— 5, = 2U — 2 f do Va?+ D + ce + 2abcoso, 


ossia S,— Ss, 8p Vo fe VI — 2° sen?0, 

che è doppio del primo dei tre archi d’ellissi contenuti nell’ equazione (18). Gli ar- 
chi s, e s, saranno determinati da raggi vettori condotti pel primo fuoco; ed è 
chiaro che similmente ciascuno degli altri due fuochi darà un'altra differenza dop- 
pia del secondo o terzo arco d’ ellisse contenuto nell’ equazione (18). Così a cia- 
seun fuoco corrisponde uno di questi archi d’ ellissi; è doppia di esso arco la dif- 
ferenza di due archi determinati sulle ovali dai raggi vettori passanti pel medesimo 
fuoco; e la riunione dei tre archi d’ellissi con una quantità algebrica forma un 
arco delle ovali. 

8. Generalmente per trovare la differenza s, — s, basta considerare il caso della 
riflessione in cui n = — 1, poichè secondo la formola (7) si passa al caso gene- 
rale col solo moltiplicare per n. Nel caso di n= — 1 le equazioni (1) e (2) di- 
vengono più semplici, e le (7), (8) danno s,+ s,= s,— s,, onde ss= 0, cosicchè 
dalla (7) si ha il valore dell’ arco s, della caustica secondaria. 


Sia una sezion conica fra coordinate rettangole y + ga? == hx,: passando alle 
coordinate polari si avrà 


(b + rsena)?+g(a +rcosa) =h(a+ r cos a) 


ossia r? (sen?a + g cosa) + r (2b sen à + g'cosa)=h' 
onde 
1 GY MR RES I pe pan 
r me Perey Tre |- 4(2b sen a+ q'cos a) + Vi(2b sen a + g’cosa)”+ h (sen’«+ gos) | . 


Essendo r funzione razionale di sen a e cos « e del radicale 


R = Vi (26 sen a + g'cos «)?-+ h'(sen?x + g cos?) , 


sarà lo stesso della derivata 7’, e ponendo 
9 





92 4 —2? 2dz 


sna= ——,  cosa= ——— ) a= 
1+2? 1+-2? 1+2° 





si otterrà sotto il vincolo radicale un polinomio di quarto grado rispetto alla nuova 
3 ! 

r Tr 

———,, d.— si ridurranno ad altre della forma Zdz; 
rr r 

dove Z sarà funzione razionale di 2 e della radice quadrata d’un polinomio di quarto 


variabile 2, e le espressioni rda, 
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grado. Adunque per la formola (7) la differenza s,—s, si calcolera col mezzo delle 
funzioni ellittiche; e così la rettificazione delle caustiche secondarie per riflessione 
di qualsiasi sezion conica dipende dalle funzioni ellittiche, e si ha il modo di de- 
terminare sulle caustiche secondarie per rifrazione delle stesse curve archi la cui 
differenza si calcoli mediante le funzioni ellittiche. 

Possiamo anche prendere per curva dirimente un’ovale Cartesiana e supporre 
il lume in uno de’ suoi fuochi: allora l'equazione della curva dirimente sarà 


r+ 2r.(a cosa + b) = 
a cul sostituiremo l’altra più generale 


r?+ 2r (acosa+ a'sen a + a") P 
= (b + b' sen « + b" cos a + csen'a + c' costa + c'' sen « cos a) P? 


intendendo con P una funzione razionale qualsiasi di sen « e cos a Sarà r funzione 
razionale di sen « e cos a e d’un radicale che si ridurrà come dianzi alla radice 
, . . . a . I DI 
quadrata d'un polinomio di quarto grado. Avverrà lo stesso dir, e perciò tanto la 
rettificazione indefinita della caustica secondaria per riflessione di questa curva più 
generale quanto la differenza s,— s, di due archi della caustica secondaria per ri- 
frazione della medesima curva dipenderà unicamente dalle funzioni ellittiche. 


Nel caso particolare delle ovali di Cartesio, fatto R = Ve + (a cos a + b)*, 
si avrà r+acosa+ b—R, 


ar sen a ; A 2 
mn u à, à rp+mr°=r 





R? 


R2+ ma? sen? 
rtacosa+b i 


3 I 
; er i r lince x : 
il differenziale SE aie si ridurrà alla forma (P + QR) da, ove con Pe Q in- 
rer r 


dichiamo due funzioni razionali di sen a e coSa; e si avrà 


1 date N 
da (PR + OR) —— 
Fr +r? Vi mr? = Î DE SSA ma’ sen°« 





ß MC u; ee TE re Sees 
ida Vr+ mr? = mie VR’— ma’sen’a = ida VR?+ ma’sen’« 
J & 
a cos a + b = 
ae da VR? m + ma’ sen” « 
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2 


e fatto cos « pe: questi integrali si ridurranno alle funzioni ellittiche poichè 
2 


R° À + Bzi+ C2? 
ve R’+ ma sen a A+ Bal C7? 

con A=c + (a+b)?, B=c+ (a—b)’, e facendo z = yyp, ove p ha il me- 
desimo significato come nel num. 3, otterremo un radicale a cui sarà sottoposto un 
polinomio pari di ottavo grado avente uguali i coefficienti equidistanti dal medio (*). 
Dunque per mezzo d’integrali ellittici si determinerà s,-+-s, giusta la formola (8) 
e si avrà quindi la rettificazione della caustica secondaria. 





en ee Pe 
—: è chiaro che s, —5, SI ri- 
cos a 


duce alle funzioni eireolari e logaritmiche, e che s,+s, dipende dalle funzioni el- 
littiche. 


Sia ancora la curva r = a tang a, onde r= 


9° Il signor Dandelin dimostrò (**) che nelle sezioni coniche le caustiche secon- 
darie per riflessione si possono considerare come curve podarie o pedali dette da 
lui lemniscate; e la sua dimostrazione si applica anche a qualsiasi altra curva ri- 
flettente. Sia A un punto luminoso, sieno m, m' due punti prossimi d’ una curva 
data, e p, p' i piedi delle perpendicolari tirate da A sulle tangenti mp, mp di que- 
sta curva; sia q il concorso delle due tangenti. Sopra Ag come diametro-si descriva 
una circonferenza che passerà anche per p e p' e avrà quindi un elemento comune 
colla curva formata da tutti i piedi p delle perpendicolari condotte da A sulle tan- 
genti della curva data: questa circonferenza sarà dunque tangente ad un tal luogs 
nel punto p, e passando essa per q punto infinitamente prossimo ad m, si conchiu 
derà che la circonferenza descritta sopra Am come diametro è tangente a quel luogo. 
Il centro ce della stessa circonferenza sarà nel mezzo di Am, e prendendo sulla curva 
data altri punti diversi da m si avranno altre circonferenze, i cui centri trovandosi 
nei mezzi delle distanze di quei medesimi punti dal punto fisso A formeranno una 
curva simile alla data; e la tangente in c alla curva dei centri sarà parallela alla 
tangente mp della curva data poichè i punti di contatto c, m sono sul raggio vet- 
tore Am. Adunque 2 luogo indicato sarà la linea che abbraccia tutte le posizioni 
d’un circolo mobile soggetto ad avere il suo centro sopra una certa curva ed a 
passare per un punto fisso; e il punto dove una delle posizioni del circolo mobile 
tocca il luogo si troverà tirando dal suo centro € una tangente ct alla curva dei 
centri e abbassando da A sopra ct una perpendicolare: questa segherà la circonfe- 





(*) Vedi Verhulst, Traité élém. des fonct. ellipt. pag. 290. 
(**) N. Men. Acad. de Belgique, tom. IV. 
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renza nel punto cercato p. La normale del luogo nel medesimo punto p sarà il 
raggio cp che è normale al circolo in quel punto; di più essendo ct perpendicolare 
ad Ap, corda di questo circolo, farà ct angoli eguali coi due raggi cA e cp, onde 
se la curva dei centri sia una curva riflettente il raggio incidente Ac verrà riflesso 
secondo la direzione del raggio cp prolungato in parte opposta, e così i raggi ri- 
flessi sono normali al luogo indicato. Adunque zl luogo dei piedi delle perpendico- 
lari condotte da un punto fisso sulle tangenti d’una curva data è la caustica se- 
condaria per riflessione d’una curva simile, supposto il lume nel punto fisso. 

In luogo di condurre le Ap, Ap' perpendicolari alle tangenti si possono condurre 
sotto un angolo costante qualsiasi. Essendo q il concorso delle tangenti mp, mp’, 
se gli angoli Apg, Apq sono eguali, i punti A, p, p', q saranno sopra una stessa cir- 
conferenza, e quindi per essere infinitamente prossimi i punti m,m',qe i punti PP 
l’arco di circolo descritto sopra Am e capace dell’ angolo dato Apm sarà tangente 
lungo l’elemento pp'al luogo dei piedi p. Sia ce il centro di questo circolo: il rag- 
gio cp sara normale al luogo. Condotto cr perpendicolare ad Am si avrà 


Ar Am 
= } —-— sen + Âcm , 


Ac ? Ac 


e l'angolo 3 Acm sarà supplemento dell’ angolo Apm poichè avrà per misura I’ ar- 
pe seg 
co Apm: quindi la proporzione nr eguagliando 2 sen Apm sarà costante. Se i pun- 
c 
ti c, r passano in c', r' quando m passa in m' e p in psi avranno eguali gli an- 
goli rAc e r'Ac' che differiranno di 90° da 2 Acme I Ac'm', quindi eguali gli an— 


goli cAc e m'Am; di più — = ——: dunque saranno simili i triangoli m'Am, c'Ac, 
| Ac Ac 


sicchè il luogo dei centri c, c' sarà una curva simile al luogo dei punti m, m', e le 
tangenti alle due curve in m, c faranno angoli eguali m'mA, c'cA coi raggi vetto— 
ri Am, Ac. La tangente cc’ tagli Am in s, Ap in t: Avremo gli angoli 


Ast = Acs + sAc = Amp+ rAc, rAc = 90°— 3 Acm = Apm — 90° 
stp = Ast + sAt = Amp + rAc + mAp = Amp + Apm + mAp— 90°, 


ossia stp = 90°. Dunque ct è perpendicolare alla corda Ap, e quindi divide in 
mezzo l'angolo Acp; dunque il luogo dei centri riflette nella direzione pe il raggio 
incidente Ac, e così il raggio riflesso pc è normale al luogo dei piedi p, p' delle 
oblique Ap, Ap’, che però si confonde colla caustica secondaria per riflessione. 
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10° Le considerazioni geometriche mostrano pure facilmente che per ogni cau- 
stica secondaria le tangenti di essa e della, curva dirimente formano angoli eguali 
coi raggi vettori tirati dal punto luminoso, e che l’angolo dei raggi vettori eguaglia 
l’angolo di rifrazione: proprietà già trovate col calcolo (num. 2). 

Queste proprietà competono alle ovali di Cartesio. Un’ altra si deduce dall’ equa- 


zione (9) facendo rsena—hsen0, a+rcosa=hcos0, 


cosiechè 0 sarà l’angolo formato coll’ asse polare dal raggio del circolo rifrangente 
condotto al punto d’ incidenza: questo raggio avrà per equazione 


(a + r cos «) sen 0 — r sen «cos 6, ossia r sen(x — 0) = asené, 
e l’equazione (9) diverrà 
p sen w cos § == sen 0 (ma + p coso), ossia p sen (w — 0) = ma sen 6, 


e rappresenterà una retta parallela a quel raggio che taglierà lasse alla distanza ma 

dal polo: perciò conducendo una tal parallela si determinerà il punto dell’ ovale 

corrispondente ad ogni dato punto d'incidenza. | 
Possiamo anche rappresentare il circolo rifrangente e il raggio che va al punto 


d’incidenza con le equazioni 
24. Qapcos © + a= hè? sen (w— 6) = a sen 8: 
p | ? p 


il concorso di queste due linee sarà il punto d’incidenza, e il punto corrispondente 
della caustica secondaria sarà il coneorso delle altre 


p+ 2o(acoso + b)—c, psen(o — 0) = masen?, 
ove b=nh, c=-m(h°—a°), m=1—n. 


E si avranno queste relazioni: 1° il seno dell’ angolo che la seconda retta comprende 
con la normale della seconda curva (angolo di rifrazione) tiene la proporzione co- 
stante n col seno dell’ angolo che il raggio vettore del primo punto fa con la nor- 
male della prima curva (angolo d'incidenza); 2° il raggio vettore del secondo punto 
forma col raggio vettore del primo un angolo eguale al primo dei due ora indicati 
e con la normale della seconda curva un angolo eguale al secondo degli stessi due 
angoli. 

Usando il metodo di trasmutazione insegnato dal Signor W. Roberts (*), preso 





(*) Journal de Liouville 1848, pag. 209. 
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un numero intero 2, cambieremo p in p, e © in 2, e formeremo le quattro 
equazioni 


(A) “+ 2air’ cos io + a"= h°, (B) pi seni (o — 6) — a'sen® , 
(A) o%+ 20 (a cos in + b;) = c;, B') pé senz (w — 6) = maï sen 19, 
\ ‘ pP 


ove db; == nh’, c;— m (h”"— a”). Risguarderemo come punti corrispondenti l’inter- 
secazione delle curve (A) e (B), e quella delle curve (A') e (B'), e dalle proprietà 
esposte dedurremo le seguenti: 1° il seno dell’ angolo formato dalla tangente della 
curva (B') con la normale della curva (A') nel loro punto d’intersecazione, ossia il 
coseno dell’ angolo sotto di cui queste due curve si segano, tiene la proporzione co- 
stante n col seno dell’ angolo che il raggio vettore del punto corrispondente fa con 
la normale della curva (A); 2° il raggio vettore del punto d’ intersecazione delle 
curve (A') e (B') forma col raggio vettore del punto corrispondente un angolo eguale 
al primo degl’ indicati e con la normale della curva (A') un angolo eguale al— 
l’ultimo. È 

Pel primo teorema, |’ angolo compreso dalle curve (A') e (B') è retto nel caso 
din = 0, e si ottiene così un teorema dato dal Sig. Serret per le curve (A) e (B) (*). 

Osservo che l equazione (A) rappresenta una curva in cui è costante il prodotto ~ 
delle distanze di ogni suo punto dai vertici d’un poligono regolare di 2 lati, e le 
equazioni (B) e (B') rappresentano due curve in cui un tal prodotto eguaglia la 
potenza °“”“ della distanza del medesimo punto dal» centro del poligono. L’equa- 
zione (A') si può intendere dedotta dall’ altra 


+ 2a'pî cos im + a% = k (pH Ago! cos ia + 9”) 


dove a, g, k, « siano parametri costanti : quindi se fingansi due poligoni regolari con- 
eentriei di 2 lati, uno immobile e Il altro girevole intorno al suo centro, e sopra 
una retta portata in giro da questo poligono e passante pel medesimo centro si fac- 
cia movere un punto in maniera che il prodotto delle sue distanze dai vertici del 
primo poligono tenga sempre la stessa proporzione col prodotto delle sue distanze 
dai vertici del secondo, la curva generata da un tal punto potrà esser rappresen- 
tata dall’equazione (A'). Nel caso di #=1 si hanno le ovali di Cartesio, 
che però si possono generare facendo movere un punto sopra un lato d’ un angolo 
il quale giri intorno al suo vertice in modo che le distanze di quel punto da un 








(*) Journal de Liouville 1843, pag. 501. 
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punto determinato dell’ altro lato e da un punto immobile del piano tengano sempre 
la stessa proporzione. 

11° Cerchiamo di rettificare la curva (A'). Avremo 


dp a’ sen ? odo _ Va _ (¢, — 2b;p — anya a 
o dii ‘c08 ia Ed | oo i 
(Cr+ p° 1 
O OCRA ns BOE e 
dé + ode = d, È + hae (= 2b À n? 


n (asrbe Fato) et bi Ae: 
en ‘dp? E he (c; — 2bo'— o? le 


Supponendo c, negativo faremo c, = — c”, p = cx: chiamato s |’ arco della curva 
e posto a“— b? + c,= p, risulterà 


Spe M 
p — be (+4) 


vanga aleggia è appa 
in cl (« BE =: ch i) 
Lasa x C sb 





ds = 2 cda 





ar: 1 2d2 
Si faccia ora æ +——2, onde 2dx = dz + —— 
2 


are di 


D pr i(i— 3) , 
linomio c= af if Bet nt 22: 


5 eT ren ba — (EZ + 2) |? 


e così la rettificazione della curva (A') dipenderà dai due integrali 


fis pee be Le 2dz N seal 
Aa (EZ 2h) | Va 4 BR Rate eZ, PR) 


Se il numero z è pari, Z sarà una funzion pari di z del grado 2, e posto nel 
rimo integrale 2°= u, nel secondo z= v + 4, si otterranno due integrali in cui 
oO ? ’ 








i 1 = "id aye al a 
e id Si ridurra al po- 


dunque 


la quantità sottoposta al radicale si ridurrà ad un polinomio di grado 2 + ar je 


Se 2 all’ incontro è impari, non si opera un tale abbassamento e il polinomio sog- 
getto al radicale sarà del grado 32 nel primo integrale e del grado 32 + 2: nel se- 
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. . . 2 . . . . 
condo. Preso = 2, si haz + 3 +1=. 4, e quindi anche la rettificazione della curva 


ph 2p? (a? cos 20 + b) + ci= 0 


sì riduce alle funzioni ellittiche; il che amplia un teorema del Signor Serret spet- 
tante all’ ellisse cassiniana per la quale 6 = 0 (*). Si ridurrà similmente l’integrale 
nel caso di c; positivo quando è sia impari ovvero b, sia nullo: le riduzioni sa- 
ranno molto maggiori in tutti i casi se d,= 0. 
Questo metodo di riduzione fu indicato dal sig. W. Roberts (**). Applicandolo 
alle ovali di Cartesio, s’ incontrerebbe sotto il radicale un polinomio di quinto grado. 
Ma seguendo il metodo tenuto nel numero 3 e facendo 








— y A y° 
COS io = - de, onde 2 2b;= 2a' de, 
1 + y p N) 


avremo 
ds sap devi 1 + y) À + By), 
supposto 
A=c+(a+b), B=c+(a—-d); 
avremo pure 
p+ a’ cos iw + b; = Ve; + (a' cos io + bi)? » 


sicchè ff sarà funzione razionale di y e d’un radicale VA + By'+ Cy’. Lo stesso 


ee pers ++ 
sara della sua derivata, e percid Fr conterra il radicale 
y 


VA + y) (A + By’) (A + By! Cy’) ; 


finalmente posto Far e y°= pr”, si avrà sotto il radicale un polinomio pari e 
reciproco di ottavo grado. Adunque nel caso di 2 = 1 (ovali di Cartesio) la deter- 
minazione di s dipenderà solo dalle funzioni ellittiche. 


Si vede pure che se F indichi una funzion razionale qualsivoglia e sia s l’ar— 
co della curva (A’), 1’ integrale [Pas si ridurrà sempre alle funzioni el- 
p 

Le 


littiche. 


(*) Journal de Liouville, 1844, pag. 160. 
(**) Ivi 1848, pag. 38. 
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12° L'equazione delle ovali di Cartesio riferite a coordinate ortogonali si p uò 
mettere sotto una forma assai semplice che rende facilissima la discussione della curva. 
Presa per asse delle & la retta che contiene i fuochi, si ha dalle (21) un’equa- 
zione della forma | 





V(a — af+y =—h+n Va — b+ y’, 
onde 


(1 — n°) (C+ 1?) — 2x (a — bn?) + a? — b’n?— = 2hn V(x— bV + y, 
) y lai 
e poi 
(1 n°) (a+ y) + 42° (a — bnŸ + (a — b’n’— h) — 40°hîn? 


— Ax [(a — bn’) (a? — bn — h°)— 2bh’n?] 
— 2 (+?) [2 (1 — n°) (a - bn?) a + 2h’n’?— (1 — n°) (a — Bn’— h’)| = 0. 
Presa l’origine sulla curva, sarà h — a — bn, e l'equazione ottenuta diverrà 
(1 — n°) (+ y) + 4° (a — bn’)? — 8abhn (1 — n) x 
— 4(e°+y)[(1— n°) (a — bn”) & + hn (an — b)| = 0. 
Risolviamo questa equazione considerando x°+ y° come I’ incognita: avremo 
(1 — n°)’ (a+ y) = 2 [(1 — n) (a — bn’) x + hn (an — b)] 


+ 2hn V(an — D} + 2 (4 — n°) (a — b)x. 


Trasportiam l’origine cambiando « in eg‘ risultera 
2 
(An) (x + y) = (1 —n’) x ju + 2 (a — in) | 


(an —b)* (an —b) : 
lo lar (a — bn ) 


+ 2hn (an — b) © Qhn V2 (1 — n°) (a — db) a, 
che si pud mettere sotto la forma 


A n°} (e+ y) = (1 — n°) & [a mi ZUNE | 





1 h? i 202 RE TEN FICHTE DT UE 
[u 4 | + hn? + 2hn V2 (1 —n’) (a — b) a. 
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Posto 
me 
Wes e h = p(a—bd), 


se ne deduce 


k? (+ y") = ka (1 + n°+ p°) — È (1-- n° p?)?+ np’ 2np V2ka 


ossia 
y= (np + V2kx)* — 7 (ke + 1—n'— p’)’, 
o ancora 
Ary = — (1 +n+ p — V2kx) (4 + n — p+ V2kx) 


(1 —n + p + V2ka) (1 —n— p — V2ka), 


sottinteso avanti al radicale il doppio segno. Questa equazione si può anche rappre- 


sentare con 


y = — (c — ya) (d + Va) (f + va) (g — va) 


e sarà c— d—f + g = 0. Ad una tal forma può dunque ridursi |’ equazione delle 


ovali di Cartesio. 


u — > feet ci a rela 
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MÉMOIRE 
SUR LES 
PROGRESSIONS DES DIVERS ORDRES 


LE PÈRE I L. A. LE COINTE 


DE LA COMPAGNIE DE JÉSUS 


Professeur à L'Ecole Sainte-Marie a Toulouse. 


Dans ce Mémoire je me suis proposé de présenter une théorie assez complete 
des progressions arithmétiques et des progressions géométriques des divers ordres , 
c'est pourquoi je n’ai pas cru devoir en supprimer plusieurs propriétés que les géo- 
mètres connaissent depuis longtemps. 

Toutes les propriétés consignées dans ce travail sont établies d’une manière 
tout-à-fait élémentaire. 


NOTATIONS ET DÉFINITIONS. 
1° Je désignerai par 
(1) Uo;r 2 Uo,as U,,3 9 Uog 9 cn 
(2) Vo, 9 Vo,2 ’ Vo, ? Vo yo]... 


deux suites quelconques illimitées, et par 


U,,ı 5 U,,2 9 U,,3 9 Uy 4 9 cecco Ui 9 Vr,2 9 V:,3 9 Vi,4 9 es. 
Un,13 U2,2) Us,3 » Un, LE SSODSIOL Va,1 9 Vasa» Va,3 9 V2,q à verve. 
(U) U3,1 9 U3 2 9 U,,3 9 Ua, 9 +... (V) U3,1 9 V3,2 9 V3,3 9 V3,4 9 ee... 


. . DI . . . . . © . . 5 . . 


d’autres suites illimitées formées successivement de telle sorte qu’on ait les égalités 


Vrr 

zo, Pans —1,m +1 

Uk mS Ur ım „ı UE rm ’ Vim : ? 
k— I,m 
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pour toutes valeurs entières et positives de k et de m, k pouvant être nul. 

2° Si l’on désigne par n un nombre entier positif quelconque, la n°°. des sui- 

tes (U) est appelée la suite des différences du n°" ordre de la suite (1), et de 

même la n°"° des suite (V) est appelée la suite des quotients du n°“ ordre de la 
suite (2). 

3° Si dans la formation successive des suites (U) et (V), on arrive à deux suites 


, ee 
Ur 9 Un,2) Un,39 Way à revere 3 Var 9 Vase» Ya, > Vay +... ) 
telles qu’on ait 
be 
Ur = Ugg == Ugg Ue I cee Nu = 0, 
> 1 


Vo, Von Vas Vag ce) Van <i> 


les deux suites (1) et (2) sont ce qu’on appelle des progressions. La premiére est 
une progression arithmétique (ou par différence) de l’ordre «, et la seconde une 
progression géométrique (ou par quotient) de l’ordre . 

4° Lorsque plusieurs progressions arithmétiques du méme ordre « seront telles 
qu’en prenant l’une quelconque des différences de ce même ordre « de chacune 
d'elles, la somme des quantités ainsi choisies sera égale à zéro, ces progressions se- 
ront dites complémentaires. 

5° Lorsque plusieurs progressions géométriques du même ordre « seront telles 
qu’en prenant l’un quelconque des quotients de ce même ordre © de chacune d’el- 
les, le produit des quantités ainsi choisies sera égal à l'unité, ces progressions se- 
ront dites complémentaires. 

6° Je désignerai, d’une manière generale, par N,,,, le n 


ième 


nombre figuré de 
l'ordre m. 
On sait que l’on a 


nu we (EEA) (rm + 2) (m0 + 8) «s(t + 0 — 1). 
Ce e in) Ness 
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II. 


PROPRIE TÉS PRINCIPALES DES PROGRESSIONS ARITHMETIQUES. 


7° Théorème. — La suite (1) étant quelconque, si l’on désigne par n un nom- 
bre entier positif quelconque, on a la relation 


(A) Uon41 — Wo, t N, „U, + Norte + Nena U3,1 


SR carte Na ia UFO OTTO 


Démonstration. — On a 
HU es 


U0,3 Uo,a + U). Wo, Us, t U, Ut QU, t U,,ı> 
et 


U U,3°t Ur, Uo QU a+ Unit Ur,3== Mort Ay ph arb Uno U. 
= Wo, + SU + SU it U3, - 


D’après cela, on voit que la relation (A) est vraie si l’on donne à n l’une des va- 
leurs 0, 1, 2, 3, et par conséquent pour que cette relation soit démontrée, quel que 
soit n, il suffit de faire voir que si elle est vraie pour une certaine valeur de n, 
n= a, elle est encore vraie pour n= « + 1. 

Or, si la relation (A) est vraie pour n= @, on a 


Uo,urr — Us + New Unit Ree. Un, t Nice Urt Ning Uri Ur 5) 


Uy ta Ur, t- N, „U, Nour Us + Nas Ug N, _1,2Ua,ı + Uarı,ı o) 


a 


et par suite, a cause de l'égalité 


Usata = Wo seep + Uy ute 9 
et de la relation générale connue 


Nast Near Nepi > 
il vient 


UW, une = Urt N, ar di, + No Un, N; Ugo a NE Ua Ug41,t e 


Done ete...... 
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Corollaire. — Si la suite (1) est une progression arithmétique de l’ordre z, on a 
Uri lei nai te 0 
et par suite, la relation (A) donne la suivante 
Um torte N malt Na,moa art Noms Usa Nono der > 


quel que soit le nombre entier positif m. 
Scolie 1°.— La relation (A) peut s’écrire symboliquement sous la forme 


Uo,n+ı (1 7 uva 


c'est-à-dire que pour avoir Uo,,,5 il faut dans le développement 


n(n — 1) n(n — 1) 
oO I 2 n—2 n—I n 
Us: + NU pr a MEILE Usi og we ICS i RT Wor, sam N.U,,, + os, 


de (1 +-u,,,)", enlever les exposants des u et les ajouter aux premiers indices de 


ces u. 
Scolie2.— k et n étant deux nombres entiers positifs, si l’on suppose que , 


pour toute valeur de m; on ait dans la suite (1) 


Uo.m== Neo eae I 


cette suite est alors une progression arithmétique de l’ordre k, et comme on a évi- 


demment 
ya Nee: 9 U. Ne 22, 9 Ur, N,_3,243 9...) 
U,;_2,17 Ne 9 Ui, Nr 9 U, 1 ’ 


la relation, objet du corollaire précédent, se transforme, dans le cas present, en 
l'égalité suivante 
Nu + rain = NE + NES s N, mat 


+... N . Neale Ni Ne 


qui a été obtenue sous une autre forme et d’une autre maniere par Euler (*). 
Si l’on observe que l’on a 


Na Ne y Ne N, „_3,3 HR) 





(*) Acta Acad. sc. imp. Petrop. pro anno 1781, pars prior, pag. 89-98. 
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on peut déduire immédiatement de la relation précédente, les deux suivantes 


Nin o Ni + NESS , Nr + NES = N,_,,3+ pre EN nator è N, xt 1 = N, n+3 ’ 
Ni t Née Nia" al, ve Nat 1 — Ni,14à ’ 


qui ont aussi été indiquées par Euler. 
Scolie 3.— A étant un nombre quelconque, positif ou négatif, si dans la 
suite (1) on a, pour toute valeur de m, 


Uom= (1 + A)”, 
il vient 
Ur (1+A)A,u,;= (1 + 4) 4°, u,,= (1 + A) 45,... un (1 + AYA’, 
et par suite la formule (A) donne 
(1 + A)"Tt== (A HAN, (L1-+A4)A+N,n1(1+ 4)A°+ 
priora + N,_,, (1 + A) ATH (1+ A) A’, 
c’est-à-dire 
(1+A4Y)°:=1+ N, A+ Nu A+... + NAT A’, 
ce qui est le formole connue du binôme de Newton. 


8° Théoréme.— La suite (1) étant quelconque, si l’on désigne par n et k deux 
nombres entiers positifs quelconques, on a la relation 


(B) Unk Uo nek — Nod Unit INZONA . Uo,n4k-2 T N3,n_2 . Wosn4yk-3T7 et 


+ (— 11:2 Nat Uo ka (— AVE sun 
Démonstration.— On a 
Wy KS Uo kpr— Uo,k 9 
Un Ur,agı Ui Uo,k4+2T Most Uk » 


el Uk User — Ua Uo,k+3 — Songe + JU, ,t4r — Wok 


D’après cela, on voit que la relation (B) est vraie (quelque soit k) si l’on don- 
ne à n l'une des valeurs 1, 2, 3, et par conséquent, pour que cette relation soit 
démontrée quels que soient les nombres k et n, il suffit de faire voir que si elle 
est vraie pour une certaine valeur de n, n = «, quel que soit k, elle est encore 
vraie pour n = +1, et k étant toujours quelconque. 
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Or, si la relation (B) est vraie pour n=, quel que soit k, on a 
Week = Uo os kp NEES Uo ck Ne Ude cest 
“ta È Lee: Nes » Uo ko (== SRI: ’ 
UL ES outre Ne: Usager Naso Uoupha et 
hs — 9 x NESTA * Uo kar i Lux ’ 
et par suite, à cause de l’égalité 
Ung = Unskt4pa — Ua,k 9 
et de la relation générale déjà citée (n° 7) 


; j Nr + Nos N, 321 ’ 
il vient 


Uapı,k Uo,x4R+1 7 Nee: . Uo eek 1 Nota: UWo,a4k=1 Ne a Wo cep Rama Tr ecere. “n 


+ (— 1)*. Na, Won — (— 1)% M x è 
Donc etc... 
Scolie 1”. La relation (B) peut s’écrire symboliquement sous la forme 


un, (Von 1)"; 


c’est-à-dire que pour avoir «,,x è il suffit, dans le développement 


eee... 


de (u,,;— 1)", d’enlever les exposants des u et de les ajouter aux seconds indices 


de ces u. 
Scolie 2.— Si dans la relation (A) on remplace w,,13 U2,13 U3,1 see, Us par 
leurs valeurs fournies par la relation (B), et si l’on désigne, d’une manière géné- 


rale, par A, le polynome 
Ni rire Nani MN e Neal No — "+ 
ie N Nea N AN 2 
cette relation (A) donne la suivante 


A; . Uo,1 + A. . Ua + Az . U,3 tee. A, . Un — 0 9 
et comme celte dernière relation doit évidemment avoir lieu quelles que soient les 
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quantités wo, 5 Ua > Wo,3 ı «+ > Uo,n ; On conclut immédiatement que l’ou a, pour 
toute valeur de ¢ prise parmi les n nombres 1, 2, 3,....., n, l’egalite 
Deu) 


Scolie 3.— Si dans la relation (B), pour k—1, on remplace u, n.ı> Uo,n 9: los > 
par leurs valeurs fournies par la relation (A), et si l’on désigne, d’une manière 
générale, par B, le polynome 


Nes Nee Ne + N, Li \ tere (— dea Na hier - Ne: , 
cette relation (B) donne la suivante 
Boot Be - Wr t B,. Uniti. «bo Ua es 


et comme cette derniére relation doit évidemment avoir lieu quelles que soient les 
quantités Uy 3 Ur,13 U pee Un—y, » ON conclut immédiatement que l'on a, pour 
toute valeur de ¢ prise parmi les n nombres 0, 1, 2,...... , n—1, l'égalité 


B;= 0. 


Corollaire.— Lorsque la suite (1) est une progression arithmétique de l’ordre «, 
on a pour n> a, U,,,— 0, et par suite la relation (B) donne, dans ce même cas, 


(C) th nat None Boat Nano + Mons Nana Un a tes 
(AU, NT, Mo dl) ii 
Cette dernière relation comprend comme cas particulier, la suivante 
1 — Nynt Naim Nano tot (— APN a (— 1)" = 0 


qui se trouve dans presque tous les traités d’Algébre. 
9. Théorème.— La suite (1) étant une progression arithmétique de l’ordre «, 
si l’on désigne par S,, la somme de ses m premiers termes on, a 


(D) Sn = MU LENS Unit Neg. Un, kt Ni,m-3 Usa + + Nepi mica Ehi 
Demonstration.— On a 
Uo Uo 
Uo,2= Wo, t N U,ı 


sf har Yor Ne Ur Nos: U, 
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uU, Won + N, ‚3 Unit N, . + Un, + N3,. » U3,1 9 


. . . 


T 
Uo m= Be Nest hd Ua Nuss x Ur Ne s Us, to + AFTER 2 Uni ’ 


et par suite, à cause de la relation générale connue 


Ni, t Ni, + Nas Nix Nach: 
il vient Ja relation (D). 
Done ete...... 
Scolie. — Si dans la relation (D) on remplace U,» Ur i +» Ux,x par leurs 


valeurs fournies par la formule (B), et si l’on désigne, d’une manière générale, 
par D, le polynome 


N mr — Ne NN ns Noi i + 
mt (AF Napa » Nein 
cette relation (D) donne la suivante 
S,= Duo. Dao,a + Dago, + ee + Day loarı » 
laquelle, dans l’hypothèse de m = a + 1, devient 
Wo + Uo,a +Uo,3 t «et Vos Dia Du, Dato 3+. Dagro » 


et comme cette dernière relation doit évidemment avoir lieu quelles que soient les 
. ’ . ? 

valeurs de 20,13 o,2 3 Uo,3 pr.) Uoyasx » ON conclut immédiatement que l'on a, pour 
toute valeur de £ prise parmi les « + 1 premiers nombres 1, 2, 3,....,a« +1, 
légalité | 

D,= 1, 
’ a- 3° ab) 
cest-à-dire que l’on a 


N, mt4x — N. . Niet Neer, . No. (— Lio No ‘ Not," 1, 


t élant <m. 
10. Théorème.— Lorsque la suite (1) est une progression arithmétique de l’or- 
dre a, le terme w,,, qui dans cette suite, occupe le rang m, peut s’exprimer 


sous la forme 
A, +A,m + A,m?-+......+ Am, 


A, , Ai A, élant des quantités qui demeurent invariables quelle que soit 
* 
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la valeur de m, et une ou plusieurs d’entre elles pouvant être nulles, à l'exception 
de la dernière. 

Démonstration. — Ce théorème résulte immédiatement de la formule 


(a) Laden mel (m — 1) (m — 2) 
ies SR eye ILA ty i Te ee Unie 
(m — 41) (m — 2)...... (m — a) 
125552. x aa 


déjà établie (coroll. du n° 7). 
Scolie 1°.— Le terme u,,, ne peut s'exprimer que d’une seule manière sous 
la forme 
A, + Am + A,m?+...... + A,m* 


définie dans le théorème précédent. Cela résulte d’un théorème connu d’analyse al- 
gébrique, dont voici l'énoncé. 

Lorsque deux polynomes qui ne renferment qu’une seule variable, sont entiers 
par rapport à cette variable, et égaux pour toute valeur qui lui est attribuée, ces 
deux polynomes sont nécessairement identiques. 

Scolie 2.— La formule (a) montre que l’on a 


A,= (*), ou ce qui revient au même uw, 1—= al X À, . 





11. Théorème.— A, , Ax Ag; 00, A, étant a + 1 nombres quelconques in- 
variables, et un ou plusieurs des « premiers pouvant être nuls, si les termes de 
la suite (1) sont respectivement les valeurs de l'expression 


A,+ Am + A,m + ...... + A,m°, 
pour m= 1, =2, — 3, etc...., celle suite est une progression arithmétique de 
l’ordre «. 
Démonstration. — De l'égalité 
Uy n= Uo,m+1 — Uo wm ? 
on tire 


Urm= A, [(m + 1) —m] + A, [(m + 1)?— m?] +......4 A, [(m + 1)*— mt), 


(*) Nous employons ici la notation de Kramp, et qui consiste à représenter par &Ÿ le produit 1.2.3...0. 
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d'où il suit que w,,,, est de la forme 
B,+ Bim + B,m'+......+- B,_,m*"", 


B,, B,, B,,...., B,_, élant des quantités qui sont toujours les mêmes, quel que 
soit m, et la dernière n'étant pas nulle. 
De même, des égalités 


Us m Umar  Ui,m 9 
U3 m= U, m+ı U, ,m ’ 
Ux-1,m > Un-2,m41T Uu_2,m 9 


Um =" Ugx—ı,m+ı T Ug—1ym ’ 


on couclurait successivement que 


ci gyal) Cerere de PO rr 
sont respectivement de la forme 
Co + Cym + C,m°+... + CG, mr, 
D,-+ D,m + D,m°+.....+ D,_3m*73, 
M+ Mm, 
No; 
cele Ae 5a Dan. Ma, My N. éfant. des, quan- 


tités qui sont toujours les mêmes quel que soit m, et les « — 1 quantités 
027, Digi, Nnétant pas nulles. 

Done ete.... 

Corollaire 1”.— Lorsque la suite (1) est une progression arithmétique de l’or- 
dre «, la nouvelle suite que l’on obtient en ajoutant un même nombre positif ou 
négalif à chacun de ses termes, est aussi une progression arithmétique du même 
ordre a, et les différences de cet ordre de ces deux progressions sont égales. 

Corollaire 2. — Lorsque la suite (1) est une progression arithmétique de l’or- 
dre a, la nouvelle suite que l’on obtient en multipliant tous ses termes par un 
même nombre k positif ou négatif, est aussi une progression arithmétique du même 
ordre «, et dans le cas où K = — 1, cette seconde progression est complémentaire 
avec la premiere (*). 





(*) Ces deux derniers corollaires sont presque évidents, et ils se voient indépendamment du théorème 
précédent. 
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12. Théorème. — Soient 


(5) Uys Un, U3, u, ’ 
I I Ù I 
(c) Ur, Ua, U3, U 4? 
deux progressions arithmétiques illimitées et non-complémentaires, la première de 


l'ordre «, la seconde de l’ordre &, el supposons a2 a. 


La suite illimitée 

(d) Ut, WU, Us Us WU ge. 
est une progression arithmétique de l’ordre «. 

Démonstration. — Si l’on fait attention au mode d'après lequel les suites (Ü) 
se déduisent de la suite (1) (n° 1) on conclut immédiatement que parmi les diffé- 
rences d’un certain ordre À de la suite (d), celle qui occupe le rang n est égale 
à la somme des n°” différences de ce même ordre À des progressions (b) et (c), 
et que par conséquent la suite (d) a au moins ses différences d’ordre « toutes éga- 
les entre elles. 

De plus, comme les deux progressions (b) et (c) ne sont pas complémentaires, 
la somme de l’une quelconque des différences d’ordre « de la première de ces deux 
progressions et de l’une quelconque des différences de ce même ordre de la seconde 
n’est, en aucun cas, égale à zero, et par conséquent les différences d'ordre « de 
la suite (d) sont toutes différents de zéro. 

Done etc...... 

Scolie 1°. — Il résulte de ce qui vient d’être dit que si l’on désigne par è 
l’une quelconque des différences d'ordre « de la progression (b), par 9 l’une quel- 
conque des différences d'ordre « de la progression (c), et enfin par = l’une quel- 
conque des différences d'ordre « de la progression (d), on a 


Z— 0 ou bien =d +0, 


selon que « est > ou =a. 

Scolie 2. — Il résulte encore de ce qui a été dit dans la démonstration du 
théorème précédent que si l’on ajoute, terme a terme, plusieurs progressions arithmé- 
tiques illimitées, la nouvelle suite obtenue est une progression arithmétique d’un or- 
dre au plus égal au plus fort des ordres de ces progressions. 

Corollaire.-— Si l’on désigne par 

Q,,ı ’ Qy,2 ’ A ,,3 geo 
Q,,ı > 42,2) Q2,3 ECHO 


. . . . . 


On,ı ? An ,2 ? Qn ,3 ER 
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n progressions arithmétiques illimitées, non-complémentaires, et dont les ordres res- 
pectifs sont &, , &,,...., «, , ces n derniers nombres étant tels que lon a 


Vv 
NV 
IV 


EL te 


la suite illimitee 
Ar, t Gant + Any 9 d,2t+ at tic An,2 > ad,,3°t Q,,3t + che An,z 5 * 


est une progression arithmétique de l’ordre « (*). 
13. Théorème. — Soient 
a, 9 a, 9 Az yr or... 


SA Spie 


(e) a LE 


PR Wa big 8, 


n progressions arithmétiques illimitées, et f désignant l’on quelconque des nombres 
1, 2, 3,....,n, supposons que les f premières de ces progressions soient toutes de 
l’ordre « et non-complementaires, et que chacune des autres. dans le cas de fn, 
soit d’un ordre inférieur à «. 
Supposons, de plus, que la suite (1) (n° 1) soit telle que, pour toute valeur 
de m, on ait 
Um Amt bn mes km è 


On sait (n° 12) que cette suite (1) est alors une progression arithmétique de 
l'ordre «. 

Si l'on désigne d’une manière générale, relativement à celle des f premières pro- 
gressions (e) qui occupe le rang v, par A, l’une quelconque de ses différences de 
l’ordre «, on a la relation 


Uy. A,+ A, + A++ A, . 


Ce théorème est une conséquence immédiate du scolie 1”. du n° 12. 
14. Théorème.— Soient 
uU, 9 Us 5 U3 5 Uy VISO 


I Ù ] I 
Urn Us; U 39 U ee 





(*) Tout ce qui est contenu dans ce num. 12 pourrait être donné comme conséquence de ce qui a 
été établi au num. 11. 
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deux progressions arithmétiques illimitées, la première de l’ordre x, la seconde de 


l'ordre «', la suite illimitée 


Uu,, I MERS NUE... 


est une progression arithmétique de l’ordre « + a. 
Démonstration.— m étant un nombre entier positif quelconque, on sait (n° 10) 


que l’on peut poser 
u,= À,+ Aym + A,m°+......+- A,m®, 


el ul, = Alt Alm + A m’... + Aum®, 


À, Arg Au oo) Aus A5 Ai, Ace Aly élant des quantités qui restent les 
mêmes quel que soit m, et les deux quantités A,, A", étant différentes de zéro. 
Il suit de là que le produit w,,w',, est de la forme 


B,+ Bam + B,m’+......+ Bu met , 


B,, B,, B,,...,B,.,, étant des quantités qui restent les mêmes quel que soit m, 
et la quantité B,.., étant différente de zéro. 


Done" (nized eax 
Corollaire 1°.— Si l’on désigne par 


ir ’ Qy,2 ’ a, 43 ae ann 


Az, 9 Go,2 9 2,3 pe... 


Ani ? Ano 9 1,3 REN N 


n progressions arithmétiques illimitées dont les ordres respectifs sont &, 5 &, y...6+5 &y > 
la suite illimitée 


Ar,142,1 ++ Any » A 202,2 +++ Ania » Hy 30,3 ++. An,3 9 +... 


est une progression arithmétique de l'ordre a; + a+ ...... +4 
Corollaire 2. — Si l’on désigne par 


A, è Qs , 3 » a, gosse 


une progression arithmétique de l’ordre «, est par m un nombre entier positif quel- 
conque, la suite illimitée 


m 


m m m 
a, 9 a, 9 a, goecece 


a, ; 


est une progression arithmétique de l’ordre me. 
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Scolie.— Si l’on désigne par r un nombre entier positif quelconque, la suite il- 
limitée 
ie is LA dle EN tecn 
est, d’après le corollaire 2, une progression arithmétique de l’ordre r, et par suite, 
n élant un nombre entiér positif plus grand que r, la relation (c) du n° 8 donne 


la formule connue 
n’— Nin (n — 1+ Nono: (n — 2)"— Nana - (nm — 3)" +... + 
mr (>= 1: NEI = 0. 


15. Théorème.— Soient 


k, 9 k, > ks ge 
n progressions arithmétiques illimitées dont les ordres respectifs sont les nombres 
d, 3 En y Apr sos % y et.supposons que la suite (1) (n° 4) soit telle que l’on ait, 
pour toute valeur de m, 
Uo,m— On Om Cm FT kn 7 
On sait (n° 14) que cette suite (1) est alors une progression arithmétique dont 
l’ordre « est égal à la somme a, + a, + %3-+....+ an. 
Si l’on désigne d’une manière générale relativement à celle des progressions (f) 
qui occupe le rang v, par A, l’une quelconque de ses différences de l’ordre «,, on 


a la relation 


Y 

Ke 
Un" AA: .sÄ,. 
N ART LO METTI i 


Démonstration.— On sait que l’on peut poser 
a„= A+ Am + A,ym’-+.....+ A, m°ı , 
b,= B,+ Bym + Bam’ —+..... + B,,m*: , 


k,= K,+ K,m + K,m?+..... + K, m“, 


Uo,m = Mot Mim + M,m +... Mm, 


Tom. VI. N. 3. 18 
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les quantités 
À, ? B,, Cori ? Ko; M, » À; B, ? Gaia K,; M, 220.3 Ax, Bz,» os ee) K, 5 M, 


demeurant toujours les mêmes quelle que soit la valeur de m, et les n + 1 der- 
nières de ces quantités étant différentés de zéro. 
Comme, par hypothèse, on a 


om “WO LER ee 9 
on a évidemment 


M.— A, BC «+ Ke, - 


De plus, le scolie 2 du n° 10 donne les égalités 





N A, B A, È A, K A, 
ES = — —_ = SS 7 0000000 F = 9 
NT CPR FAR RE: LE DA 


d'où l’on tire immédiatement la relation qu'il s'agissait de démontrer. 

Corollaire 1°. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème précé- 
dent, si l’on suppose, de plus, que dans les progressions (f) les termes de même 
rang soient tous égaux entre eux, et que l’on ait «= 1, on a, alors, pour toute 
valeur de m, | 


n 
m ) 


Uo,m = 4 
el u. UNI (0,—0,)". 
Si l’on se reporte au théorème du n° 8, on obtient immédiatement la relation 


Dear None du + Naor: dr Nana + Ona ++ (— 1)" ay = n! (a,— a,}", 


2 


laquelle, pour le cas de a,— a,= 1, se transforme en une autre relation déjà con- 
nue, et en usage dans la théorie des nombres. 

Corollaire 2.— Les mêmes choses étant encore posées que dans le théorème 
précédent, et t,, t,, La, .....-, t, élant n nombres entiers positifs quelconques, si 
l’on suppose, de plus, que l’on ait, pour toute valeur de m, 

n= Mi) bn=(M+1)2, c= (m + Mr. k= (m +n — 1) 


on a a= t, 9 a, — t, 9 = ts geeeases On Ln 9 


“a= ot t+ ts m iS a t bn» 
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et aussi, pour toute valeur de m, 

Uo,m= ms (m + A)’ (m + 2)": ..... (m + n — 1). 
De plus, le scolie 2 du n° 10 donne 

Byes. i, PAL) AE UN en Bo Nd 
el par conséquent on a 
Ug. ay ’ 

c’est-à-dire en se reportant à la formule (B) (n° 8), 
(a + 1) (a + 2)’2 (a + 3)... (a+ n)™ — Ni . aft (a + 1e la + 2)%2 (ao + n — A) + 
+ Na (a — 1)a2(a +1)... (a +0 — 2) — + (— 1)%.14.2%2.3%2... n°" = aY 


Corollaire 3.— k,h et n élant trois nombres entiers positifs quelconques, et 
le dernier pouvant être nul, si l'on suppose que, pour toute valeur de m, on ait 


dans la suite (1) (n° 1) 
h 
Uo wm k,m-+n 9 


cette suite est alors une progression arithmétique de l’ordre kh, et comme, d’après 
le théorème précédent, on a 


4 


(kh) 


UK, (kY)? N) 





la relation (B) (n° 8) donne immédiatement la suivante 


h h h 
N; RE N, rx : Ni na + Nes . Là Pr aa rr OMe = 


Y 
+ (— bare Nii1,2 . Nina — zs DE None: = an 


sn4Kh+1 


16. Théorème. —- La suite (1) (n° 1) étant une progression arithmétique de 
l'ordre «, si l’on désigne par m et n deux nombres entiers positifs quelconques, 
par S,.,, la somme des puissances m°"* des n premiers termes de cette suite, et, 
d’une manière générale, par P, le polynome 


m m m m 
u zer N, U,,r er N Es Rest ferme Ne What: sons da m 


o,A+1 
oa = 110 N UT (— LE u, 9 
on a la relation 


De nu, + Nodi da NinoaPat Ni,n-3P3 + dae + Non. x 


Ce théorème résulte immédiatement des n°”. 8, 9 et 14 (coroll. 2). 
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Scolie 1°. — Si l’on observe que l’expression de P, peut se mettre sous la 
forme symbolique (n° 8, scolie 1°.) 


P,= (toa 1)" ’ 
on peut écrire symboliquement 


Sin nut N pes 1) + Nata (US; — 1)’+-N;, ns (US à — 1) +... + 
+ NESS (us: — Toto 
Scolie 2.— Si l’on désigne d'une manière générale, par A, le polynome 
Nesi ngs iy Paes Ni Nias nko NT rr TRE, oa ei 
Sr ser 177 RER Nostra ’ 


et par a un nombre quelconque positif ou négalif, la formule , objet du théorème 
précédent, donne la suivante 


a" + (a + 1)"+ (a+ Di (a+ n AY Aga A, (a + Mt. 
Lu A, (a sr m)” 


Mm. 


PROPRIETES PRINCIPALES DES PROGRESSIONS GEOMETRIQUES. 


17. Théorème. — La suite (2) (n° 1) étant quelconque, si l’on désigne par n 
un nombre entier positif quelconque, on a la relation 


n—1,2 
2,1 . 3,1 se VALLI *Un,i . 


Nin No AE 


(A) Vosn+1=Vo,1 : Una + 


Démonstration. — On a 


Vo,a = Vo,r Ur,1 9 
erre =e pon 2 
Vo 3 Vo,2 U. Vo,ı Vi,i V 1,2 =" Vo,x Vin V2,1 ’ 
As Bas 2 Dl © 2 
el Vos Vo,3 V1,3— Vo,r Vins Var U1,3 = Vo, Via Var U1,2 V2,2 
a 8 8 
wert YUP BCT BUEN © 


D'après cela, on voit que la relation (A!) est vraie si l’on donne à n l’une des 
valeurs 0, 1, 2, 3, et par conséquent pour que cette relation soit démontrée, quel 
que soit n, il suffit de faire voir que si est vraie pour une certaine valeur de », 
n= a, elle est encore vraie pour n =a + 1. 
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Or, si la relation (A') est vraie pour n= «, on a 


Pig N: N. N3,x—2 Nes 
Vo,arı => Vor Vin 2,1 V3 1 ....... oli Var 
En. NS. Ne Na. Nz, 92 
Ve — Vir Vou CE ht vo... PRI Kl) 


et par suite, à cause de l'égalité 


Vosurs = Vosati Yı,arı 
et de la formule déjà cité 
Nr, + Nea ATE 


il vient la relation (A') pour n= « + 1. 
Donc etc...... 
Corollaire.— Si la suite (2) est une progression géométrique de l'ordre », on à 


Sr 


Un41,1 = Vote, — VS Er 


et par suite, la relation (A') donne la suivante 


tal, N Noa N3.m3 Neo 
Vom V1 Vin 2,1 V3 00000906 wot 


quel que soit le nombre entier positif m. 
18. Théorème. — La suite (2) étant quelconque, si l’on désigne par n et k 
deux nombres entiers posilifs quelconques, on a la relation 


—N,, NFL N; > (— Deg A Ree vo (1) 


I nn 0000 
(B') Pr Vg .n-+k V5) n+k— DL Von a) VEE o,k 


Démonstration. — On a 
—f 
Uy Vo,k41 Vox » 


a ER —2 
Voix Vi ker Vik an Vo,k+2 Vox Vo,k ’ 


po 


mn Sila a RE. 
el Ve Va rer Von = Vo,r+3 Vok+2 Vora Vox * 


D’après cela, on voit que la relation (B') est vraie (quel que soit k) si l’on donne 
à n l’une des valeurs 1, 2, 3, et par conséquent, pour que cette relation soit 
démontrée quels que soient les nombres k et n il suffit de faire voir que si elle 
est vraie pour une certaine valeur de n, n — «, quel que soit k, elle est vraie 
pour n =« +41, et k étant toujours quelconque. 
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Or, si la relation (B') est vraie pour n = «, quel que soit k, on a 


"1 i 
2 —N,, Nesi —N; „_, (1): Na ah 
EHRT one Vo tea hop Dark Opatk—t “Osatk—2 ‘°°° o,k+2 * Tor 2 
‘ 


-— Na Ni N; aa CDN TODI 


Vu Voet Vo, uti Vota Vosata—a "ee Vostri ook 3 


et par suite, à cause de l'égalité 


+: 
Veer, k— Va kot ur 9 


et de la formule déjà citée 
N, „+ Ne N, 441 9 


il vient la relation (B') pour n — « + 1, k étant quelconque. 
Done etc... 
Corollaire. — Lorsque la suite (2) est une progression géométrique de l’ordre o, 
on a pour nD>@, v,,,=1, et par suite la relation (B') donne; dans ce même cas, 
a | —1 
—N,, Ne — N; „_. (- 1)” Nus —(—1)" 


A v oe L 


Vo wnat Von Ost 0,n—2 0,2 ost 


19. Théorème. — La suite (2) étant une progression géométrique de l’ordre », 

si l’on désigne par P,, le produit de ses m premiers termes, on a 
N N N N 
I ian 2,m—ı 3,m—2 4,m—-3 GI 137720) 
(D') P= met Vin Va, Va SO wat ' 

Ce théorème se déduit de la relation (A') absolument comme celui du n° 9 a été 
déduit de la relation (A). 

20. Théorème. — Lorsque la suite (2) est une progression géométrique de l’or- 
dre ©, la valeur absolue du terme vo,» qui, dans cette suite, occupe le rang m, 


peut s’écrire sous la forme 


a, t a,m + a,m'—.....4+ a,m“® 
9 
@ 


os 4,3 As) 4, étant des quantités qui demeurent invariables quelle que soit la 
valeur de m, et une ou plusieurs d’entre elles pouvant être nulles, à l’exception 
de la dernière, et v, désignant la valeur absolue de v,,- 

Démonstration. — On a (n° 17, coroll.) 


fm. N, ‚m—1 N N; „3 N,, m— 
Vom Volt, Vos 31 veni ES 


LÌ 
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et en désignant par B,, Br» 823 63,.... les nombres positifs ou négatifs pour les 
quels on a 


B Pi 6, Bs 
Voi i Va EU VE EV Vga EU, pos 
il vient 
v ET prot B,N m + BaNa,mo2 + BaNamato+ Nec: 
OSP, TE Er à i 


Or l’exposant de v, dans cette dernière égalité est évidemment de la forme 
a,+ am + a,m'+....+ a,m® , 


do 3 Ayo As A, élant des quantités qui demeurent invariables, quelle que soit la 
valeur de m, et une ou plusieurs d’entre elles pouvant étre nulles, à exception 
de la dernière. 

Done ete... 

Scolie 1°. — La valeur absolue du terme v,,, ne peut s’exprimer que d’une 
seule manière sous la forme 
a+ am + a,m—....+ a,m® 
(9) J 
définie dans le théoréme précédent. Cela résulte du théoréme d’analyse algébrique 
cité au scolie 1”. du n° 10. 

Scolie 2. — Si l’on se rapporte à ce qui a été dit, soit dans la démonstration 
du théorème précédent, soit dans le scolie 1”. qui l’a suivie, on voit immédiate- 
ment que dans le cas où la valeur absolue du terme v,,, est écrite sous la forme (¢) 
définie dans ce théorème, on a 





Fota ni 

Scolie 3. Si l'on représente d’une manière générale, par # celle des deux va- 
leurs 0 et 1 qui donne la quantité (— 1)* de même signe que v,,, , et par s, le 
polynome 


tt tNi,mort EN + t3N3m3 +. + Ns; 9 


ième 


le m°"* terme vo,» de la progression (2) est, pour toute valeur de m, de même 
signe que la quantité (— 1)°7. 

21. Théorème.— A, Go &;, Gy...) A, étant w+2 nombres quelconques invaria- 
bles, le premier positif, et un ou plusieurs des autres pouvant etre nuls, à l’excep- 
tion du dernier, supposons aue dans la suite (2) (n° 1) on ait pris, respectivement, 
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pour valeurs absolues des © + 1 premiers termes 


Vo,r 9 Vo,2 , Vo,3 CIAOO, Vo,w+1 , 
les valeurs de l’expression 


a, tam a.m? +... + a,m® 


A 


pour m= 1, —=2, =—3,....—o — 1, et quapres avoir donne agces 3-1 
premiers termes des signes quelconques, on ait détérminé quelle est célle des deux 
valeurs 0 et 1 que l’on doit attribuer à chacune des quantités Lg 5 tx , ty 5... ta» 
pour que les puissances 


(— 10, (— 1), (— 1)*2,..., (— 1) 
aient respectivement mêmes signes que les quantités 


Voi ’ Vi, ’ Var pese Vos 


qui se déduisent immédiatement, comme l’on sait, des quantités 


Vo, 9 Vo,2 9 Vo,3 RCE) Vo,w+1 . 


Si l’on continue la formation de la suite (2) de telle sorte que pour toute va- 
leur de m, on ait 


9 a, + a,m + a,m?-+.-..+ am 
vin (— 1) l'A oO I 2 0) ì 


Sn» désignant le polynome 
tot tNim-r + UN, tot Nee 9 


cette suite (2) sera une progression géométrique de l’ordre o. 

Démonstration. — D’abord il résulte immédiatement de la manière dont se for- 
ment successivement les suites (V) (n° 1) et du théoréme du n° 14, que les valeurs 
absolues des termes de la suite (2) forment une progression géometrique de l’ordre ©. 

En second lieu, il est évident que si, ayant pris pour valeurs des © + 1 pre- 
miers termes de la suite (2) celles qui ont été choisies comme il a été dit dans l’é- 
noncé du théoréme, on pour suivait la formation de cette suite en la considérant comme 
progression géométrique de l’ordre ©, ayant.pour quotient de ce même ordre la 
quantité v,,,, telle qu’elle se trouve déduite des w+ 1 premiers termes Vo,13V0,29**%3Vosw41? 
on aurait, pour toute valeur de m, le terme v,, de même signe que la quan— 
te (— 1) (n° 20, scolie 3). 
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Scolie. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème précédent, on a 
Var È Ast hen 
cette relation est une conséquence immediate du scolie 2 du n° 10, et du mode de 
formation des suites (V) (n° 1). 

Corollaire 1. — Lorsque la suite (2) est une progression géométrique de l’or- 
dre w, la nouvelle suite que l’on obtient en multipliant chacun de ses termes par 
un même nombre positif ou négatif, est aussi une progression géométrique du 
même ordre w, et les quotients de cet ordre de ces deux progressions sont égaux. 

Ce corollaire est, pour ainsi dire, évident à priori, indépendamment du théo- 
rème précédent. 

Corollaire 2. — Lorsque la suite (2) est une progression géométrique de l’or- 
dre è, la nouvelle suite que l’on obtient en élevant tous ses termes à une même 
puissance k, entière ou fractionaire, positive ou négative, est aussi une progression 
géométrique du même ordre ©, et dans le cas où k — 1, cette seconde pro— 
gression est complémentaire avec la première. 

22. Théorème.— Soient 


(0') Vir Vas UZ 5 Upi 
(c') DE ie 


deux progressions géométriques illimitées et non-complémentaires , la première de 


l'ordre w, la seconde de l’ordre o', et supposons 2 w. 
La suite illimitée 
f ! ! f 
(d) vv, > VV , 9 V3V 35 VV 4 ge. 


est une progression géométrique de l’ordre o. 

Démonstration. — Si Von fait attention au mode d’après le quel les suites (V) 
se déduisent de la suite (2) (n° A) on conclut immédiatement que parmi les quo- 
tients d’un certain ordre À de la suite (d'), celui qui occupe le rang n est égal au 
produit des n°" quotients de ce même ordre À des progressions (b) et (c), et que 
par conséquent la suite (d') a au moins ses quotients d’ordre » tous égaux entre eux. 

De plus, comme les deux progressions (b') et (c'), ne sont pas complémentaires, 
le produit de l’un quelconque des quotients d'ordre © de la première de ces deux 
progressions par l’un quelconque des quotients de ce même ordre de la seconde 
n'est, en aucun cas, égal à l’unité, et par conséquent les quotients d’ordre © de la 
suite (d') sont tous différents de l’unité. 

Done. etc... 
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Scolie 1°.— Il résulte de ce qui vient d’être dit que si l'on désigne par x 
l’un quelconque des quotients d'ordre » de la progression (b'), par æ' l’un quelcon- 
que des quotients d’ordre w de la progression (c), et enfin par II l’un quelconque 
des quotients d'ordre w de la progression (d), on a 
Il = x ou bien =ag', 


selon que o est > ou = ow. 


Scolie 2. — Il résulte encore de ce qui a été dit dans la démonstration du 
théorème précédent que si l’on multiplie terme à terme plusieurs progressions géo— 
métriques illimitées, la nouvelle suite obtenue est une progression géométrique d’un 
ordre au ‘plus égal au plus fort des ordres de ces progressions. 

Corollaire. — Si l’on désigne par 


Qy,x 9 Qy,29 a; 43 greece 
VER 9 42,29 0,3 guess 
On,ı È, Anya» Una pe... 


n progressions géométriques illimitées, non—complémentaires, et dont les ordres res- 
pectifs sont &, 5 &, ,..., &, , ces n derniers nombres étant tels que l’on a 


> = = 
y Az mec > Un 3 
la suite illimitée 


Arr Op, ve Anst 3 41,2 42,2 0000 Anno 41,3 d2,3 0000 Ung à verse 


est une progression géométrique de l’ordre «, (*). 
23. Théorème. — Soient 
Ay» A, » a; gosse 


b, 9 b, 9 b; Qeeece 
I 
aR eae re en 


ki, hy, kg, 





(*) Tout ce qui est contenu dans ce n°. 22 pourrait être donné comme conséquence de ce qui a été 
établi au n°. 21. 
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n progressions géometriques illimitées, et f désignant l’un quelconque des nombres 
1, 2, 3,...,m, supposons que les f premières de ces progressions soient toutes de 
l'ordre « et non-complémentaires, el que chacune des autres dans le cas de f<n, 
soit d’un ordre inférieur a «. 
Supposons, de plus, que la suite (2) (n° 1) soit telle que, pour toute valeur 
de m, on ail 


Vo,m => 0.0.09 «00. k, . 


On sait (n°. 22) que cette suite (2) est alors une progression géométrique de 
l’ordre «. | 

Si l’on désigne, d’une manière générale, relativement à celle des f premières 
progressions (e') qui occupe le rang v, par X, l’un quelconque de ses quotients de 
l'ordre a; on a la relation 


VaR. SP OU 


Ce théorème est une conséquence immédiate du seolie 1°. du numéro précédent. 
24. Théorème. — Lorsque la suite (2) n°. 1) est une progression géométrique 
à termes positifs et de l’ordre ©, la suite illimitée 


(2) log Vo,1 5 108 Vo, » 108 Vo, 


dans laquelle les logarithmes sont tous pris dans un même système choisi arbitrai- 
rement, est une progression arithmétique de l’ordre a. 

Ce théorème est une conséquence immédiate des théorèmes des n°”. 11 et 20. 
Il peut aussi se démontrer directement et trés-facilement. 

Scolie. — L'une quelconque des différences d'ordre © de la progression (l) est 
égale à logo, :. 

25. Théorème.— Lorsqu'une suite illimitée de nombres positifs 


V,r » Vo,2 9 Vo,3 9° 


est telle que les logarithmes de tous ces nombres pris dans un même système for- 
ment une progression arithmétique de l’ordre «, cette suite est elle-même une pro- 
gression géométrique de l’ordre «. 

Ce théorème est une conséquence immédiate des théorèmes des n°. 10 et 21. 
Il peut aussi se démontrer directement et trés-facilement. 

26. Théorème. — Si l’on désigne par 


(p) AREAS Au. 
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une progression géométrique à termes positifs et de l'ordre », et par 


(q) 


3 Pe 00000 
est une progression géométrique de l’ordre © + «. 


Démonstration. — En faisant usage de logarithmes pris tous dans le même sys- 
tème, on sait (n°. 24) que la suite 


log A, , log A,, log A3, 


..... 


est une progression arithmétique de l’ordre ©, et que par conséquent (n°. 14) 
la suite 


a, log A, , a, log A,, a3 log A3,.... 
est une progression arithmétiqne de l’ordre © + «. 


Or, cette dernière peut s’écrire sous la forme 


log ASTI log AE, log AS SE 


Done (n°. 25)... 


Scolie 1”—Dans le théorème précédent on peut supposer, comme cas particulier, 
celui où l’on aurait A,= A,= A3= .... ; mais alors on doit faire » = 0. 


Scolie 2.— Les mêmes choses étant posées que dans le théorème précédent , 
supposons, que la suite (2) (n°. 4) soit telle que pour toute valeur de m, on ait 


PAR A 
Si l’on désigne par X l’un quelque des quotients d’ordre » de la progression (p), 
et par è l’une quelconque des différences d'ordre « de la progression (q), on a la 
relation 


(a + a) M 
uan 
Vora,ı = X 


ce scolie résulte de ce qui a été dit aux n°”. 15 et 24 (scolie). 


supposons que, pour toute valeur de m le m 


ieme 


Scolie 3. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème du n°. 23, 


terme de la progression qui oc- 
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cupe le rang e parmi les f premières des progressions (e') soit égal a 


„(m + € — 1) 


1ème 


et que le m” terme de la progression qui occupe le rang f +h parmi ces mé- 
mes progressions (e') soit égal à 


g(m+f+h—1)"% 


t, ètant un nombre positif moindre que «. 


On a d’apres ce qui a été établi précédemment (scolie 2) 


at 

N X,=....=X,=2 9 

et par suite i 
y 

RT, X f 


De plus, si l’on désigne par S,, la quantité 


m + (mA) +. (Ef A) + (m+ PE mr 


on a, pour toute valeur de m, 
S 


n 
Vom” 2 >» 


et par suite la relation (B') donne pour le cas de n — «x, k = 1 , cette autre re- 
lation générale 


Sepa — Sai SCANIA = Sea Naga tt (— IPISN = 
(1) St fi 


Toulouse, 19 Mars 1863. 
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ALCUNE PROPRIETÀ DELLE CURVE ALGEBRICHE RAPPRESENTATE 
DALL’ EQUAZIONE POLARE 


r?"— A così + B sen?0 


1° Quando il polo di una curva piana coincide con l’origine delle coordinate , 
e che si chiami r il raggio vettore, e @ l’angolo formato dallo stesso raggio vettore 
con l’asse delle ascisse, allora i valori delle due coordinate ortogonali della curva, sono 


T==7 0S 95 y =r sen @ 


Supponendo che A, B rappresentino due costanti positive, la curva algebrica di equa- 


zion polare 
r2"— A cos’? + B sen?9 


sarà una curva dotata di centro, chiusa, e simmetrica attorno a due rette, che s’in- 
contrano perpendicolarmente, nella direzione delle quali sono gli assi coordinati; ed 
il centro della curva coincide con l’origine. Facendo adunque la sostituzione nell’e- 


quazion polare 


’ genie =e 


Vic Le os © — n 


318 


avremo in coordinate ortogonali 
(+ yf)" Aa By? 
Se il numero n sia intero, e positivo, la curva sara dell’ ordine 2 (n + 1). Per 
l'omogeneità delle quantità potrebbe sostituirsi a?”, 5°” invece di A, B, ed in que- 
sta guisa 2a, 2b saranno gli assi della curva: proponiamoci alcuni casi particolari. 
2° Ponendo n — 1 otterremo l’equazione di quarto grado 


(x? + gr ax? + by? 
la quale come è noto appartiene alla curva pedale del centro dell’ellisse: similmente 


per n= 2,3,4,... avremo le curve di ordini più elevati, e di equazioni 


2 


(+ y= ax? + diy’, (+ Pt ax" + bey 
(+ y = aby? + Dy? 


Altre curve, ed equazioni analoghe si ottengono nel caso che A, B siano di segni 
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contrari. Nuove curve algebriche si avranno ancora per la supposizione che n sia 


frazionario cosi per n — 9 otteniamo la curva del sest’ordine, e di equazione 
(+ y?)= (ax + by?) 

Una tal curva proviene dalla curva pedale dal centro dell’ ellisse, ed ove 1 raggi 

vettori di questa sono proporzionali ai quadrati dei raggi vettori di quella; tali curve 

e superficie somiglianti furono già da me prese ad esame fin dal 1859 in una Me- 


moria inserita nel tomo II° di questi Annali. Per la sostituzione di n =} pr 
si ottengono le altre curve di equazioni della forma 
(+ y’)4= (Ar’+ By’)? 
(y’+ y) = (Aa*+ By’)! 
3° Dall’ equazione generale ni da ) 
r?"— A cos’d + B sen’ 


si trae 
Ben ni D 
2 
sen 0 = —_ 00 = ill 
cai i È A—B 
Differenziando il valore di r°” avremo 
2nr®"7* dr = — 2 (A — B) sen 9 cos 0d9 


d’ onde per la funzione derivata 


= 


(A — B) sen 9 cos 9 
nr? 


Per la rettificazione delle curve polari si ha generalmente 


dr 
ds = d9 ÿ(r?+ r°), ovvero ds = V(r°+ r”). 
Nel nostro caso, volendo riportare alla variabile r si avrà 


„_ (Ar) (PB) 
ha Nr rn) 
dalla quale 
= ud Nr (A = a 2 (re B) 
Lacan a nr 22) 


d’onde per la rettificazione di tali curve abbiamo 


pele Dear VA ei a) AB), 


V(A — r?") (r°"— B) 
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Ognun vede che I’ arco s viene nella generalità rappresentato da un trascendente 
* TER ' rt Pie Se 
ultra—ellitico. Nei casi particolari di n= 1. n raso l’ integrale si riduce alle fun- 


zioni ellittiche, come già dimostrai per queste ed altre curve nelle mie precedenti 
Memorie del 1845, e 1859. 

4° Per la quadratura delle medesime curve con I’ origine al centro, si ha la 
formola generale 


e quindi 


5 — je VA c089 + B sen’) 


Per n — 1, si integrerà in termini finili, per n — 2, 3, 4 l’ integrazione si ri- 
porta ai trascendenti ellittici, e si avrà una rappresentazione geometrica di que- 


SURE 
3: l’ integrale si esprime in 


sti integrali esaminati da Legendre; per ii, 
gere) Cal: 1 1 1 «Map fe 
termini razionali, come accade per n = m Wet I limiti dell’ integrale 


4 
1 i 
saranno 0 = 0, 0 = gf per la quarta parte di quelle curve che sono chiuse, e 


limitate, il che accade per A, B positivi. 


Roma 10 Novembre 1864. 
i BarnaBa TORTOLINI. 
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SOPRA ALCUNE QUESTIONI 


NELLA TEORIA DELLE CURVE PIANE () 


PER 


GB. GREMONA 


Sulla generazione di una curva mediante due fasci projettivi. 


1. Siano dati due fasci projettivi di curve. Le curve del primo fascio abbiano 
in un punto-base o la tangente comune, e questo punto giaccia anche sulla curva 
del secondo fascio che corrisponde a quella curva del primo per la quale o è un 
punto doppio. In questo caso, è noto (Introd. 51 b) che il luogo delle intersezioni 
delle curve corrispondenti dei due fasci passa due volte per o. Ora ci proponiamo 
di determinare le due tangenti del luogo nel punto doppio. 

2. Lemma. Siano (U, V, W,...), (U, V', W',...) le curve corrispondenti di due 
fasci projettivi dello stesso ordine n, i quali generano una curva K dell'ordine 2n, 
passante pei punti-base dei due fasci. 

Le curve U, U' individuano un nuovo fascio i cui punti-base sono in K; ogni 
curva U" di questo fascio segherà K in altri n° punti, pei quali e per un punto 
fissato ad arbitrio in K descrivendo una curva d'ordine n, questa segherà K in al- 
tri n?-1 punti fissi, qualunque sia la curva U" scelta nel fascio (UU') (Introd.54 a). 
Se il punto arbitrario è un punto-base del fascio (VV'), esso cogli altri n’- 1 punti 
fissi costituirà la base (VV'). Infatti la curva U sega K in 2n° punti, de’ quali n° 
giacciono in U', e gli altri n° in V; e così U' sega K in Qn? punti de’ quali n? 
appartengono ad U e gli altri a V. Dunque una qualsivoglia curva U" del fascio 
(UU') segherà K in altri n° punti situati in una curva V" del fascio (VV'). Donde 
segue che i fasci (U, U, U",...), (V, V, V",...) sono projettivi e che la curva da 
essi generata è ancora K. | 

Analogamente le seconde n? intersezioni di U" con K saranno anche situate in 
una curva W" del fascio (WW'). E per tal modo otteniamo un nuovo fascio 
(0", V", W",...) projettivo ai dati, i punti-base del quale giacciono in K. Siccome 


\ 





(*) Queste brevi note sono destinate ad emendare o completare alcuni punti dell’ Zntroduzione ad 
‘una teoria geometrica della curve piane. Nell’ impresa di scemare alquanto i moltissimi difetti di que- 
sto libro, io sono stato fraternamente consigliato e ajutato dal mio egregio amico, il ch. Dr. Hirst. 
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poi le curve U", V", W”,... appartengono rispettivamente ai fasci (UU'), (VV'), (WW’),... 
i cui punti-base sono tutti in K, così il fascio (U", V", W"...) insieme con l’uno 0 
con l’altro dei dati genera di nuovo la medesima curva K. Ossia: 

Dati due fasci projettivi (U, V, W,...), (U', V', W',...) di curve dello stesso or- 
dine, i quali generano una curva K; se U" è una curva scelta ad arbitrio nel fa- 
scio (UU'), st possono determinare altre curve V", W",... che appartengano rispet- 
tivamente ai fasci (VV), (WW'),...e formino con U" un nuovo fascio projettivo ai 
dati e generante con ciascuno di questi la medesima curva K. 

3. Siano ora (U, V,...), (U', V,...) due fasci projettivi di curve d’ordine qualun- 
que, i quali generino una curva K. Se L,L' sono due linee arbitrarie, i due fasci 
projettivi (UL, VL,...), (U'L', V'L',...) che si ottengono accoppiando L o L' a cia- 
scuna curva dell’ uno o dell’ altro fascio dato, genereranno evidentemente un luogo 
composto delle tre curve KLL'. Le linee L, L' siano poi scelte di tale ordine che 
i due nuovi fasci risultino dello stesso ordine; e, secondo il teorema precedente, si 
formi un nuovo fascio (U, V,...) projettivo ai precedenti, le cui curve appartengano 
rispettivamente ai fasci (UL, U'L'), (VL, V'L'),... e siano tali che il nuovo fascio 
insieme col precedente (U'L', V'L',...) generi il luogo KLL'. Allora è evidente che i 
due fasci projettivi (U, V,...) e (U', V',...) genereranno il luogo KL. 

4. Supponiamo ora che tutte le curve del fascio (UV) tocchino una stessa ret- 
ta R in uno stesso punto 0; sia V la curva per la quale o è un punto doppio; e 
la corrispondente curva V' passi anch’ essa per o. Allora K avrà due rami incrociati 
in o: quali saranno le tangenti di K nel punto medesimo? 

Si scelga per L una linea non passante per 0; ed L' sia composta della retta R 
e di un’altra linea non passante per o. In tal caso le curve del fascio (UL, UE,,x) 
avranno in o la stessa tangente R: sia U quella curva di questo fascio, per la 
quale o è un punto doppio. Questo punto è doppio per le due curve complesse 
VL, VIL'; epperò esso sarà doppio per tutte le curve del fascio (VL, VL), fra le 
quali trovasi V. Ora, la curva K (insieme con L) è generata dai due fasci projet- 
tivi (U, V',...), (U, V,...) nel secondo de’ quali tutte le curve hanno un punto dop- 
pio in 0; dunque (in virtù del teorema Introd. 52, ove si faccia r= 0, r = 2) 
le tangenti di K in o sono le tangenti della curva V del secondo fascio la quale 
corrisponde a quella curva V’ del primo che passa per o. 

Siccome V appartiene al fascio (VL, V'L'), così le due tangenti di Kin o sono 
raggi coniugati in una involuzione quadratica nella quale le tangenti di V sono con- 
iugate fra loro, e la tangente di V' è coniugata con R (Introd. 49.) 
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Dimostrazione del teorema fondamentale per le polari miste. 


5. Lemma 1° La polare (*) di un punto qualunque passa pei punti doppi della 
curva fondamentale (Introd. 16). 

Lemma 2° Le polari di un punto fisso rispetto alle curve di un fascio formano 
un altro fascio (Introd. 84 a). 

‚Lemma 3° Se la curva fondamentale è composta di una retta e di un’ altra 
curva, e se il polo è preso in questa retta, la polare è composta della retta me- 
desima e della polare relativa alla seconda curva (Questa proprietà consegue dalla 
definizione delle polari e dal teorema Introd. 17). 

Lemma 4° Se per gli n° punti in cui una curva d'ordine n è incontrata da n 
rette passanti per un punto o, si descrive un’altra curva dello stesso ordine, il 
punto 0 ha la stessa polare rispetto alle due curve (Infatti le polari di o rispetto 
alle due curve hanno n — 1 punti comuni sopra ciascuna delle n rette date). 

6. Sia ora data una curva (fondamentale) G, d’ordine n, e siano 0,0' due 
punti qualisivogliano dati. Indichiamo con P,, la polare di o rispetto alla polare di 0’; 
ed analogamente con P,, la polare di o' rispetto alla polare di 0; dimostreremo che 
P.,; e P,, coincidono in una sola e medesima curva. 

Si conduca per o' una retta arbitraria R, e sia J, il fascio della n rette con- 
dotte da o alle n intersezioni di C, ed R. Le altre n (n — 1) intersezioni dei luo- 
ghi C,,J3, giaceranno tutte (Introd. 43 b) in una curva C,_; d’ordine n — 1. Sie- 
come C, appartiene al fascio (J,, RC,_,), così la polare di o' rispetto a C, ap- 
parterrà (lemma 2°) al fascio (9,_,, RT,_,), ove 9,_, è il fascio di n— 1 rette 
concorrenti in o che costituiscono la polare di o' rispetto a J, (Introd. 20), e T,_, è 
la polare di o' rispetto a C,_,: la qual curva T,_, accoppiata con R forma la po- 
lare di o' rispetto al luogo RC,_; (lemma 3°). Dal lemma 4° poi segue che la cur- 
va P,, non è altra cosa che la polare di o rispetto ad RT,_,, epperd essa passa 
per le n — 2 intersezioni di T,_, ed R (lemma 1°). 

Da ciò che C, passa per le n? intersezioni dei luoghi J, ed RC,_,, segue an- 
cora (lemma 4°) che la polare di o rispetto a C, coincide colla polare di o rispetto 
ad RC,_,, epperd passa per le n — 1 intersezioni di C,_; ed R (lemma 1°). La 
curva P,, passerà adunque per gli n — 2 centri armonici del sistema formato dalle 
anzidette n — 1 intersezioni, rispetto al polo o'; cioè P;, passerà per gli n — 2 
punti in cui R sega T 


n—2° 


*) S intenda sempre prima polare. 
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Da cid si raccoglie che le polari miste P,,, P,, hanno n — 2 punti comuni so- 
pra una trasversale condotta arbitrariamente pel punto o'. Dunque esse non sono 
altro che una sola e medesima curva d’ ordine n — 2. 

7. Abbiansi ora nel piano x + 1 punti qualisivogliano 0, 0, 0',... 0‘, e si in- 
dichi con Per la polare di o rispetto a Pur, con P.yomm la polare di o rispetto 
a Pr, ecc. Dal teorema ora dimostrato segue manifestamente che la polare Poor... te) 
rimane la stessa curva, in qualunque ordine siano presi i poli 0, 0', 0"... o. Se 
poi si suppone che r di questi punti coincidano in un solo o, e che gli altri 
p + À —r-=r' si riuniscono insieme in o', avremo il teorema generale: 

Per una qualsivoglia curva fondamentale , la polare (r)"* di un punto o ri- 
spetto alla polare (r')"" di un altro punto o' coincide colla polare (r)"* di o' ri- 
spetto alla polare (r)"* di 0. 


Sui punti doppi delle curve di un fascio. 


8. Le curve di un dato fascio d’ ordine n abbiano un punto (r)? e comune, e 
siano o', o" due punti fissati ad arbitrio nel piano (Introd. 88). Le polari di o ri- 
spetto a quelle curve hanno in o un punto (r)?” colle stesse tangenti delle curve 
date, e queste tangenti formano un’involuzione di grado r. Invece le polari di o' 
hanno in o un punto (r — 1)”, e le loro tangenti sono aggruppate in un’ involu- 
zione di grado r — 1. Le due involuzioni sono projettive ed un gruppo qualunque 
della seconda è (Introd. 74) la polare di o' rispetto al fascio di rette costituenti il 
corrispondente gruppo della prima. 

I due fasci di polari di o ed o', essendo projettivi, generano una curva d’ or- 
dine 2 (n — 1), la quale ha in o un punto (2r — 4)?” e per tangenti i raggi co- 
muni alle due involuzioni i quali sono evidentemente la retta 00 ed i raggi doppi 
dell’ involuzione di grado r (Introd. 19). 

Analogamente le polari di o ed o" generano un’ altra curva d'ordine 2 (n — 1), 
passante 2r— 1 volte per o ed avente ivi per tangenti la retta 00" ed i raggi doppi 
dell’involuzione di grado r. 

Per tal modo le due curve d’ordine 2 (n -- 1) hanno in o un punto (2r — 1)?” 
e 2 (r — 1) tangenti comuni: epperò il punto o rappresenta (2r — 1)’+2(r — 1) 
intersezioni delle medesime. Siccome poi o tiene anche le: veci di r? punti-base del 
fascio delle polari di 0°, e siccome (2r — 1)’+ 2(r— 1) — r’= (r — 1)(3r + 4), 
così: 

Se le curve di un fascio hanno un punto (r)’’? comune, questo equivale ad 
(r — 1) (3r + 1) punti doppi del fascio medesimo. i 
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9. Supponiamo ora che le curve del fascio dato abbiano, nel punio (r)? 0, an- 
che le r tangenti comuni: nel qual caso una di quelle, chiamisi C,, avrà r +1 
‘ami incrociati in 0 (Introd. 48). 

Le polari di o hanno un punto (r)? in 0; ma la polare relativa a C, passa 
r + 1 volte per questo punto. Il medesimo punto è multiplo secondo r — 1 per 
le polari di o', ad eccezione di quella che è relativa a G,, la quale har rami in- 
crociati in o. I due fasci di polari essendo projettivi, generano una curva d’ordine 
2 (n — 1) con un punto (2r)?” in o (Introd. 51). 

Analogamente le polari di o e di o" generano un’ altra curva dello stesso or- 
dine, avente anch’ essa 2r rami incrociati in 0: ond’ è che questo punto fa le veci 
di Ar? intersezioni delle due curve d'ordine 2 (n — 1). D'altra parie o rappresenta 
7°+ r punti-base del fascio delle polari di o (Introd. 32); dunque in o sono riu- 
niti 3r’— r punti doppi del fascio dato. 

10. Se delle tangenti comuni alle curve date in 0 ve ne sono s coincidenti in 
una retta R, questa toccherà in o (Introd. 74) s rami di ciascuna polare di 0 
ed s— 1 rami di ciascuna polare di o' e di o": quindi anche ciascuna delle due 
curve d’ordine 2 (n— 1) avrà in o un numero s— A di tangenti riunite in R. 
In questo caso adunque, il punto o rappresenta 4r°+ s — 1 intersezioni delle due 
curve suaccennate. Ossia: 

Se le curve di un fascio hanno uno stesso punto (r)’” ed in questo tutte le 
tangenti comuni, delle quali ve ne sia un numero s di coincidenti in una retta 
unica, quel punto tien luogo di r(3r —1)+s — 1 punti doppi del fascio. 

Ed in particolare, se s=r, cioè se tutte le tangenti coincidono in una sola 
retta, il punto multiplo comune equivale a 3r?— 1 punti doppi del fascio. 

11. Si supponga invece che una sola curva C,, tra quelle del dato fascio, passi 
r volte per un punto o ed ivi abbia s tangenti riunite in una retta R. Allora la po- 
lare di o rispetto a C, avrà r rami incrociati in o colle stesse tangenti di C,. E 
la polare di un punto qualunque o' rispetto alla medesima curva C, avrà in o un 
punto (r — 1)?” con s— 1 tangenti coincidenti in R. Quindi i fasci delle polari 
di o e di o' genereranno una curva d’ ordine 2 (n — 1), avente un punto (r— 1)?” 
in o ed s — 1 tangenti riunite in R (Introd. 51 g). Una curva analoga colle stesse 
proprietà sarà generata dalle polari di o e da quelle di un altro punto qualunque o": 
e per queste due curve d’ordine 2 (n — 1) il punto o terrà luogo di (r — 1)°+s — 1 
intersezioni; dunque : 

Se in un fascio vi ha una curva dotata di un punto (r)P” con s tangenti 
coincidenti, questo punto fa le veci di (r — 1)” +s — 1 punti doppi del fascio. 

12. Se il punto o, che è (r)?° per C,, appartiene anche (come punto sem- 
plice ) alle altre curve del dato fascio, le quali in tal caso avranno ivi un contatto 
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(r)P“* , le polari di o passano tutte per 0; epperò in questo punto si taglieran- 
no r rami di ciascuna delle curve d’ordine 2 (n— 1) generate dai fasei di polari. 
Ne segue che queste curve hanno r°+s —4 intersezioni coincidenti in o. Ma in 
questo punto sono anche riuniti r punti-base del fascio delle polari di 0; dunque : 
Se una curva di un fascio passa r volte per uno de’ punti base ed ha ivi s 
tangenti riunite, quel punto tien luogo di r (r — A) +s —1 punti doppi del 
fascio. 


Sulle reti geometriche d’ordine qualunque. 


13. Una rete di curve d’ordine n (Introd. 92) è dessa in generale una rete di 
prime polari? Siccome una rete è determinata da tre curve, così è da ricercarsi se, 
date tre curve A,, A,, A; d'ordine n e non appartenenti ad uno stesso fascio, sia 
possibile di determinare tre punti @,, @,, a, (non in linea retta) ed una curva d’or- 
dine n + 1 rispetto alla quale le tre curve date siano le prime polari di a,,a,,@3. 

La curva fondamentale ed i tre poli dipendono da 3} (n + 1) (n+ 4) + 6 
condizioni: mentre se si domanda I’ identità delle tre curve date colle polari dei 
tre punti, bisognerà sodisfare a &n (n + 3) condizioni. La differenza (n— 2) (n+ 4) 
di questi numeri è nulla soltanto per n= 2. Eccettuato adunque il caso di n=2, 
una rete di curve non è in generale una rete di prime polari. 

14. Consideriamo pertanto una rete affatto generale, la quale sia individuata da 
tre-curve A,, A,, A; d'ordine n; e sia A, un’altra curva della rete, tale che tre 
qualunque delle quattro curve A, A, A, A3 non appartengano ad uno stesso fascio. 
Fissiamo ad arbitrio nel piano quattro punti a, a, @, a3, tre qualunque dei quali non 
siano in linea retta, e consideriamoli come corrispondenti alle quattro curve anzi- 
dette. Ciò premesso, i punti del piano e le curve della rete si possono far corri- 
spondere fra loro, in modo che a punti in linea retta corrispondano curve di un fa- 
scio ( projettivo alla punteggiata). Se consideriamo dapprima una retta che unisca 
due de’ punti dati, per es. a,a,, la projettività fra i punti della retta a,a, e le 
curve del fascio A,A, sarà determinata dalla condizione che ai punti a,, a, corri- 
spondano le curve A,, A,, ed al punto d’intersezione delle rette a,a,, 0,03 corri- 
sponda la curva comune ai fasci AjA,, A,A3: poste le quali cose, ad un altro punto 
qualunque di a,a, corrisponderà una curva affatto individuata del fascio A,A, - 

Per una retta qualunque R, ai punti in cui essa è segata da tre lati del qua- 
drangolo a,4,0,03 corrispondono tre curve già determinate in ciò che precede, le 
quali apparterranno necessariamente ad uno stesso fascio : quindi ad un quarto punto 
qualsivoglia in R corrisponderà una determinata curva del fascio medesimo; e vi- 
ceversa. — E la curva A corrispondente ad un dato punto a si troverà considerando 
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questo come l’intersezione di due rette (che per semplicità si potranno condurre ri- 
spettivamente per due de’ punti dati) ed assumendo la curva comune ai due fasci 
relativi alle rette medesime. 

15. Per tal modo ad un punto a corrisponde una certa curva A della rete 
(comune a tutti i fasei relativi alle rette che passano per a), e viceversa ad una 
curva A della rete corrisponde un punto individuato a (comune a tutte le rette i 
cui fasci corrispondenti contengano la curva A). 

Tutte le curve della rete che passano per uno stesso punto a formano un fa- 
scio, epperò corrispondono ai punti di una certa retta R; e reciprocamente questa 
retta contiene i punti corrispondenti a quelle curve della rete che passano per certi 
n° punti fissi, uno de quali è a. Onde possiamo dire che ad un punto qualunque a 
corrisponde una certa retta R (luogo de’ punti le cui curve corrispondenti A pas- 
sano per a); ma viceversa ad una retta R, fissata ad arbitrio, corrispondono n° 
punti (costituenti la base del fascio delle curve A corrispondenti ai punti di R). 

Dunque ad un punto del piano corrispondono una curva A della rete ed una 
retta, e viceversa ad una curva della rete corrisponde un punto individuato, men- 
tre ad una retta corrispondono n? punti. E dalle cose precedenti segue : 

Se la curva A di un punto a passa per un altro punto a', viceversa la retta 
R di a' passa per a; e reciprocamente. 

16. Quale è il luogo dei punti che giacciono nelle rispettive curve A, ovvero 
(ciò che è la medesima cosa, in virtù del teorema precedente) nelle corrispondenti 
rette R? Sia T un’ arbitraria trasversale: ad un punto a di questa corrisponde 
una curva A che sega T in n punti a'. Viceversa, se si prende ad arbitrio in T 
un punto a, le curve A passanti per a! corrispondono ai punti di una retta R, che 
incontra T in un punto a. Cioè ad un punto a corrispondono n punti a’, e ad un 
punto a' corrisponde un punto a; epperò la trasversale T contiene n + 1 punti del 
luogo di cui si tratta. Dunque: 

Il luogo di un punto situato nella corrispondente curva A è una curva K 
d’ordine n + 1. 

Quale è l’inviluppo delle rette R che contengono uno de’ loro punti corrispon- 
denti? Sia a un punto arbitrario; le rette passanti per a hanno i loro punti cor- 
rispondenti situati nella curva A del punto a, la quale sega la curva K (del teo- 
rema precedente) in n (n + 1) punti; ciascuno de’ quali corrisponde alla retta R che 
lo unisce ed a. Dunque: 

L’inviluppo di una retta R che passi per uno degli n° punti che le corrispon- 
dono è una curva H della classe n (n + 1). 


160 ANNALI DI MATEMATICA 

I] punto a apparterrà ad H, se due di quelle rette che uniscono a alle inter- 
sezioni di A e K coincidono, cioè se A tocca K; dunque: 

La curva H è l’inviluppo delle rette R che corrispondono ai punti della cur- 
va K, ed è anche il luogo dei punti ai quali corrispondono curve A che toc- 
chino K. 

Quando le curve della data rete sono le prime polari de’loro punti corrispon— 
denti rispetto ad una curva fondamentale, in questa coincidono insieme le due 
curve H e K. 

17. Ma anche nel caso più generale sussistono quasi tutte le proprietà dimo- 
strate nell’ Introduzione per un sistema di prime polari: anzi rimangono invariate le 
stesse dimostrazioni; e ciò perchè quelle proprietà e quelle dimostrazioni in massima 
parte dipendono non già dalla connessione polare delle curve della rete con una curva 
fondamentale, ma piuttosto dalla determinabilità lineare delle medesime per mezzo 
di tre sole fra esse. Così si hanno i seguenti enunciati, che sussistono per una rete 
qualsivoglia e si dimostrano col soccorso della definizione delle reti e dei teoremi 
superiori (15, 16). 

Se un punto percorre una curva C,, d’ordine m, la corrispondente retta R in- 
viluppa una curva’ L della classe mn, che è anche il luogo di un punto al quale 
corrisponda una curva A tangente a C,,. Se Cm non ha punti multipli, Vordine 
di Le m(m + 2n—3); ma questo numero è diminuito di r(r—1) +s—1 
se C,, ha un punto (r)P’ con s tangenti coincidenti. 

Da quesio teorema segue che il numero delle curve A che toccano due curve 
C,,, Gr è eguale al numero delle intersezioni delle due corrispondenti curve L, gli 
ordini delle quali sono conosciuti. 

Alle cuspidi di C,, corrispondono le tangenti stazionarie di L, e siccome si co- 
noscono così di questa curva la classe, l’ordine ed il numero de’ flessi, si potranno 
determinare, per mezzo delle formole di Prücker, i numeri de’ punti doppi, delle 
tangenti doppie e delle cuspidi della medesima curva L. Questi numeri poi espri- 
mono quante curve A hanno un doppio contatto con C,,, quante un contatto tri- 
punto colla stessa C,,, ecc. (Introd. 103). 

18. Il luogo di un punto p le cui rette polari relative alle curve A della rete 
passino per uno stesso punto o è una curva dell’ ordine 3 (n — 1), che si può 
chiamare la Hessiana o la Jacobiana della rete, e che può essere definita anche 
come il luogo dei punti di contatto fra:le curve della rete, o il luogo dei punti 
doppi delle curve medesime (Introd. 90 a, 92, 95). 

fi luogo di un punto o nel quale si seghino le rette polari di uno stesso pun- 
to p, rispetto alle curve della rete, è una curva d’ordine 3 (n — 1)°, che si può 
chiamare la curva Steineriana della rete (Introd. 98 a). 
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Quindi ad ogni punto p della Jacobiana corrisponde un punto o della Steineria- 
na, e reciprocamente: e l’inviluppo della retta po, la quale tocca in p tutte le curve 
della rete che passano per questo punto, è una curva della classe 3n (n — 1) (In- 
trod. 98 b). 

Il luogo di un punto a al quale corrisponda una curva A dotata di un punto 
doppio p è una curva X dell’ordine 3 (n — 1)°. 

La curva 3 coincide colla Steineriana quando le curve A sono le prime polari 
de’ punti corrispondenti, rispetto ad una curva fondamentale (Introd. 88 d). 

La retta R che corrisponde al punto p tocca (Introd. 118) in a la curva 3; 
ossia: 

La curva = è l’inviluppo delle rette R che corrispondono ai punti della Ja- 
cobiana. 

Di qui si può immediatamente concludere la classe della curva X, non che le 
singolarità della medesima, e si avranno quindi le formole (Introd. 119-121) espri- 
menti: quanti fasci vi siano in una data rete qualsivoglia le curve de’ quali si toc- 
chino in due punti distinti, o abbiano fra loro un contatto tripunto; e quante cur- 
ve contenga la rete le quali siano dotate di due punti doppi o di una cuspide. 

19. E qui giova notare che quelle formole presuppongono la Jacobiana sprov- 
veduta d’ogni punto multiplo. Ma è ben facile di assegnare le modificazioni che su- 
birebbero i risultati medesimi quando la Jacobiana avesse punti multipli. 

Se le curve di una rete hanno d punti comuni con tangenti distinte, ed altri 
punti comuni ne’ quali esse si tocchino, la Jacobiana avrà (Introd. 96, 97) in cia- 
scun di quelli un punto doppio, ed in ciascun di questi un punto triplo con due 
tangenti coincidenti nella tangente comune alle curve della rete. Ne segue che quei 
punti equivalgono a 2d -+ Ak intersezioni della Jacobiana con una qualunque delle 
eurve della rete, epperò (Introd. 118 b) la classe di = sara 


3n (n— 1) — 2d — Ak. 


Supponiamo poi che, astrazione fatta dai punti comuni alle curve della rete, la 
Jacobiana abbia altri è punti doppi e x cuspidi. Allora (Introd. 103) l'ordine del 
luogo di un punto a cui corrisponda una curva A tangente alla Jacobiana sarà 


3 (n — 1) (din — 6) — 2(d + 9) — 3x — Tk; 
epperò il numero dei flessi di & sara (Introd. 118 d) 
3 (n — 1) (4n — 5) —2 (d + 0) — 3x — 7k, 


donde si concluderanno poi, colle formole di PLicker, le altre singolarità della curva. 
Tom. VI. N.4. 21 
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Se le curve della rete avessero un punto (r)? comune, il medesimo sarebbe 
multiplo secondo 3r — 4 per la Jacobiana. Siccome poi un fascio qualunque della 
rete conterrà , oltre a quel punto, solamente altri 3 (n — 1)?— (r — 1) (dr + 1) 
punti doppi (8), così l'ordine di = subirà in questo caso la diminuzione di 
(r — 1) (3r + 1) unità (Introd. 88 d) ecc. 

20. Se una curva C,, sega la Jacobiana in 3m (n — 1) punti p, la curva 2 
toccherà ne’ corrispondenti 3m (n —1) punti a il luogo L dei punti ai quali cor- 
rispondono curve A tangenti a C,, (Introd. 122). Ecc. ecc. 





Sulle reti di curve di second’ordine. 


21. Data una rete di coniche, consideriamole come polari relative ad una curva 
di terz ordine incognita, e cerchiamone i poli. Siano A,, A,, Az tre coniche della 
rete, non circoscritte ad uno stesso quadrangolo : e si supponga, ciò che evidente- 
mente è lecito senza punto scemare la generalità della ricerca, che A,, A, siano 
due paja di rette rispettivamente inerociate in 0,, 0,; ed A; passi per questi due 
punti. Sia poi 03 il terzo punto diagonale del quadrangolo formato dalle quattro in- 
tersezioni di A, A,; e si chiamino a,, &,, a3 i poli incogniti delle tre coniche. Sic- 
come la retta polare di a, rispetto ad A, dee coincidere (6) colla retta polare di a, 
rispetto ad A,, così tale polare sarà necessariamente la retta 0, 0,; epperò da, , a, 
saranno rispettivamente situati in 0,03, 050. La polare di a, rispetto ad A; dev’es- 
sere anche la polare di a3 rispetto ad A,, dunque passerà per 0,: cioè a, giace 
anche sulla tangente ad Az in o,. Analogamentè a, è situato nella tangente ad A; 
1005} | 

Trovati così @,, a,, siano 0,9,, 0,6, le loro polari rispetto ad Az: queste rette 
saranno anche le polari di az rispetto ad A,,A,: dunque a; è l'intersezione della 
coniugata armonica di 0,0, rispetto alle due rette A,, colla coniugata armonica di 0,0, 
rispetto alle due rette A,. 

Ed ora si potrà costruire il polo a di qualunque altra conica A della rete: in- 
fatti il punto @ sarà, rispetto ad A,, il polo di quella retta che è la polare di a, 
rispetto ad A. 

Viceversa, dato un punto a, si potrà determinare la sua conica polare A, per es. 
nel seguente modo. Si cerchi la retta R che unisce i poli di due coniche della rete 
passanti per a. La conica richiesta A sara quella rispetto alla quale a è il polo 
della retta R. 

Ed ecco come si possono determinare le intersezioni della cubica fondamentale 
con una trasversale qualunque T. Se x è un punto in T, la sua conica. polare 
sega T in due punti æ. Viceversa, se si prende in T un punto &', le coniche po- 
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lari passanti per æ' hanno i loro poli nella retta polare di questo punto, la quale 
segherà T in un punto a. Quindi le coppie di punti x' formano un’ involuzione 
(quadratica) projettiva alla serie semplice de’ punti x. I tre punti comuni alle due 
serie sono quei punti di T che giacciono nelle rispettive coniche polari, cioè sono 
i punti ove la cubica fondamentale è incontrata dalla trasversale T. 

22. Veniamo ora a casi particolari e supponiamo che nella rete vi sia una conica 
consistente in una retta P presa due volte: conica che indicheremo col simbolo P*. 
Se anche in questo caso le coniche della rete formano un sistema di polari, ciaseun 
punto della retta P dev'essere il polo di una conica dotata di punto doppio (In- 
trod. 78), ma d'altronde le coniche polari dei punti di una retta formano un fascio: 
dunque nella rete vi dev’ essere un fascio di coniche tutte dotate di punto doppio. 
Un tal fascio non può essere che un fascio di coppie di rette in involuzione: ed i 
raggi doppi, Q, R, daranno due nuove coniche Q?, R? della rete. Siccome ogni 
punto di P è polo di una conica avente punto doppio in QR, viceversa il punto QR 
sarà il polo della conica P*. Donde segue (Introd. 79) che le rette P, Q, R formano 
un trilatero, ciascun lato del quale preso due volte costituisce la conica polare del 
verlice opposto. 

Queste tre coniche P?, Q’, R?, in causa della loro speciale natura, non bastano 
per individuare tutto ii sistema dei poli: cioè qui il problema di trovare la curva 
fondamentale rimane indeterminato. Esso diverrà determinato se per un’ altra conica 
della rete (che non sia un pajo di rette) si assume ad arbitrio il polo (fuori delle 
rette PQR). 

La conica della rete che debba passare per due punti dati 0, o' si determina 
col metodo ordinario (Introd. 77%). La conica del fascio (P*, Q°) che passa per 0 
è un pajo di rette formanti sistema armonico con P, Q, e così pure la conica del 
fascio (P°, R°) passante per o è un pajo di rette coniugate armoniche rispetto alle 
due P, R. Queste due coniche intersecandosi determinano un quadrangolo completo, 
il cui triangolo diagonale è PQR. Ora la conica richiesta è quella che passa pei 
vertici di questo quadrangolo e per 0'; dunque, per essa, PQR è un triangolo 
coniugato. Cioè tutte le coniche della rete sono coniugate ad uno stesso triangolo 
(e per conseguenza la cubica fondamentale è equianarmonica). 

Di qui risulta che la rete non può contenere una quarta conica che sia una 
retta presa due volte. Ciò è anche evidente perchè una tal retta farebbe necessa- 
riamente parte della Hessiana la quale, essendo una linea del terz’ ordine, non può 
contenere più di tre rette. | 

23. Supposta adunque l’esistenza di una conica P° in una rete di coniche, 
affinchè queste siano un sistema di polari, è d’uopo che i punti di P siano poli di 


. . . . . . , . . . . . . 
coniche consistenti in coppie di rette d’un fascio in involuzione. Se questa involuzione 
* 
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ha due raggi doppi Q, R, distinti fra loro e dalla retta P, otteniamo il caso or ora 
considerato (22). Supponiamo ora invece che i due raggi doppi coincidano, ossia 
che tutte le coppie anzidette abbiano una retta comune Q: in questo caso, de’ tre 
lati del trilatero PQR due, QR, coincidono, epperò la Hessiana consterä della retta 
() presa due volte e della retta P. (Si ottiene questo medesimo caso se uno de’rag- 
gi doppi dell’ involuzione, supposti distinti, coincide colla retta P). 

I punti di Q sono poli di coniche consistenti in coppie di rette coniugate ar- 
monicamente con PQ; ed i punti di P sono poli di coniche composte della retta 
fissa Q e di una retta variabile intorno ad un punto fisso o di Q. Il punto PQ, 
appartenendo ad entrambe quelle rette, sarà il polo della conica Q?; ed il punto 0, 
doppio per le coniche polari de’ punti di P, avrà per conica polare P°. Si vede an- 
che facilmente che, come nel caso precedente i punti QR, RP, PQ erano i poli delle 
rette P, Q, R rispetto a tutte le coniche della rete, così nel caso attuale i punti o 
e PQ sono i poli delle rette P,Q relativamente a tutte le coniche della rete. 

Da ciò che precede si raccoglie che tutte le coniche della rete .toccano Q nel 
punto PQ, e siccome questo punto ha per polare la conica Q’, così la cubiea fon- 
damentale avrà una cuspide nel punto PQ colla tangente Q. E la retta P (che nel 
caso precedente , più generale, conteneva tre flessi della cubica) nel caso attuale 
congiunge la cuspide al flesso (unico ) della curva fondamentale. La conica polare 
del flesso è composta della retta Q e della tangente stazionaria: quindi il punto 0 
è l'intersezione della tangente cuspidale colla tangente stazionaria. 

24. Può aver luogo il caso ancor più particolare che tutti e tre i lati del tri- 
angolo coniugato PQR coincidano in una sola retta P. Allora è chiaro che ogni 
punto di P sara il polo di una conica composta della stessa retta P e di una se- 
conda retta variabile intorno ad un punto fisso o di P; e questo punto o sara il 
polo della conica P°, Ne segue che tutte le coniche della rete hanno fra loro un 
contatto tripunto in o colla tangente P; e che tutti i punti di questa retta appar- 
tengono alla cubica fondamentale, la quale risulta composta della retta P e di una 
conica tangente a P in o. 

Naturalmente la Hessiana è in questo caso la retta P presa tre volte. 

25. Le considerazioni precedenti manifestano che allorquando la rete contiene 
una conica P°, 0 due coniche P?, Q*, affinchè quella ammetta una cubica fondamen- 
tale, è necessario che le coniche della rete si possano risguardare come coniugate 
ad uno stesso triangolo di cui i tre lati o due soltanto coincidono insieme: ossia è 
necessario che, nel primo caso, tutte le coniche della rete abbiano fra loro un con- 
tatto tripunto colla tangente comune P ; «e nel secondo caso, che le coniche della 
rete tocchino una delle rette P, Q nel punto comune a queste, ed abbiano rispetto 
all’ altra uno stesso polo fisso. | 
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Ma se la rete contiene una o due coniche consistenti in un pajo di rette coin- 
cidenti, e non sono sodisfatte le dette condizioni, le coniche della rete non costi- 
tuiscono un sistema di polari. Ciò ha luogo per es. se la rete è individuata da una 
conica P? e da due coniche che non seghino P negli stessi punti; se la rete è for- 
mata da coniche seganti una retta P in due punti fissi e rispetto alle quali un’ al- 
tro punto fisso di P abbia per polare una retta data; se la rete contiene due co- 
niche P?, Q? ed un’altra conica qualunque non passante pel punto PQ; ece. Nel 
primo di questi casi la Jacobiana è composta della retta P e di una conica che se- 
ga P ne’ due punti coniugati armonici rispetto alle coniche della rete ; nel secondo 
caso la Jacobiana contiene due volte la retta P ed inoltre quell’ altra retta data 
che è polare di un punto di P rispetto a tutte le coniche della rete; nel terzo caso 
la Jacobiana è composta delle due rette P, Q e della corda di contatto di quella 
conica della rete che è tangente a P e Q. 

Concludiamo pertanto che il problema « data una rete di coniche, trovare una 
cubica rispetto alla quale le coniche siano le polari dei punti del piano » ammette 
una (una sola) soluzione sempre allorquando nella rete non vi sia alcuna conica che 
consista in due rette coincidenti. Se di tali coniche ve n’è una sola 0 ve ne sono 
due, il problema ammette o nessuna soluzione», 0 infinite soluzioni: e vi sono infi— 
nite soluzioni anche nel caso che la rete contenga tre di quelle coniche eccezionali. 
Nei casi in cui il problema è indeterminato , ciascuna soluzione è individuata col 
fissare ad arbitrio il polo di una conica della rete. 


Sulle curve di terz’ ordine. 


26. Sia 2 un flesso di una data curva di terz’ ordine ed I la retta polare ar— 
monica di 2. Siccome due tangenti della curva i cui punti di contatto siano in li- 
nea retta col flesso 2 concorrono in un punto m della retta I e formano sistema ar- 
monico colla mi e colla medesima I (Introd. 139 a), così : 

Le sei tangenti che si possono condurre ad una cubica da un punto della po- 
lare armonica di un flesso sono accoppiate în involuzione, in modo che la corda 
di contatto di due tangenti coniugate passa pel flesso (*). 

E siccome le polari armoniche dei flessi sono le medesime per tutte le cubiche 
sizigetiche alla data, così: 

Dato un fascio di cubiche sizigetiche, se da un punto della polare armonica 
di un flesso si tirano coppie di tangenti alle cubiche in modo che la corda di 





— 


(*) Giornale di matematiche, t. 2, pag, 84 (Napoli 1864). 
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contatto passi sempre pel flesso suddetto, quelle infinite coppie di tangenti formano 
un’ involuzione, à cui raggi doppi sono la retta condotta al flesso e la polare ar- 
monica. | 

Siano m,m,m; tre punti presi ad arbitrio e rispettivamente nelle polari armo— 
niche di tre flessi 123 situati in linea retta. Condotte per ciascuno de’punti m,m,m; 
due tangenti alla cubica i cui punti di contatto siano in linea retta col flesso cor- 
rispondente, siccome le tre corde di contatto segano la curva in tre punti 123 che 
sono in una retta, così le altre sei intersezioni, cioè 1 punti di contatto delle sei 
tangenti, giaceranno in una conica. (Introd. 39 a). 

Se r è un vertice di un trilatero rr,r, sizigetico alla cubica data, per r passano 
le polari armoniche dei tre flessi situati nel lato opposto (Introd. 142). Dunque le 
sei tangenti che si possono condurre dar alla cubica sono accoppiate in involuzio- 
ne in tre maniere diverse: a ciascuna di queste maniere corrispondono come raggi 
doppi la retta che congiunge r ad uno de’ tre flessi e la relativa polare armonica. 

Conducendo per un flesso 2 situato in ryr, una trasversale qualunque, il coniu- 
gato armonico di 2 rispetto alle intersezioni della trasversale con rr,, rr, è situato 
nella polare armonica di 2 (Introd. 139). Ne segue che le rr,, rr, sono coniugate 
armoniche rispetto alla retta r? ed alla polare armonica di 2. Dunque i raggi doppi 
delle tre involuzioni formate dalle tangenti che si possono condurre per r alla cu- 
bica data (ed alle altre cubiche sizigetiche) sono accoppiati pur essi in una nuova 
involuzione i cui elementi doppi sono i lati rr, , rr, del trilatero sizigetico. Ossia : 

Tre flessi in linea retta e le intersezioni di questa retta colle polari armoni- 
che dei flessi medesimi formano tre coppie di punti in involuzione (*). 

È noto (Introd. 132 c) che se due tangenti ad una data cubica concorrono in 
un punto della medesima curva, ciascuna di quelle tangenti è la retta polare del 
punto di contatto di contatto dell’ altra rispetto ad una cubica di cui la data è la 
Hessiana. È noto inoltre (Introd. 148) che se una retta tocca una cubica in un 
punto e la sega in un altro, le rette polari del primo punto, rispetto alle cubiche 
sizigetiche colla data, passano tutte pel secondo punto. Ne segue che: 

Le quattro tangenti che si possono condurre ad una cubica da un suo punto 
sono le rette polari di uno qualunque de’ punti di contatto rispetto alla cubica 
medesima ed a quelle altre tre cubiche delle quali la data è la Hessiana (**). 

Ora, il rapporto anarmonico delle rette polari di un punto rispetto a quaitro curve 
date di un fascio è costante, qualunque sia quel punto: si ha dunque così una 











(*) Questa proprietà si rende evidente anche osservando che i} punto in cui la polare armonica di 
î sega 7:7. è coniugato armonico di è rispetto agli altri due flessi situati nella medesima retta 7.72. Ne 
segue ancora (Zatrod. 6) che ciascuno de’due punti r,r, combinato coi tre flessi situati nella retta rı 7; 
forma un sistema eguianarmonico. 


(**) Educational Times, december 1861, p. 214 (London). 
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nuova dimostrazione del teorema di SaLmon (Introd. 131), essere costante il rap- 
porto anarmonico delle quattro tangenti che «arrivano ad una cubica da un suo punto 
qualunque. 

27. Nel piano di una data curva del terz’ ordine si immaginino condotte n + 1 
trasversali che seghino la curva nelle n + À terne di punti 


(0,001) ’ (030,03) ’ (V5V645) ASTA CARTA MR 


Si unisca il punto v,,,, al punto a, mediante una retta che seghi di nuovo la cur- 
va in v,,,3- Si tiri la retta v,v; che incontri ulteriormente la curva in a,; e sia 
Van 44 Ja terza intersezione della curva colla retta v,,,30,. Continuando in questo 
modo si otterranno altre 3n trasversali contenenti le terne di punti 


(Bes cof Vans 3) 3 (v,v,a.), (CPR RP E (Un dames): (v,v54,) ’ 


(Yan +5@4Van+6) OTS (biezidinUinga)* 


Ora dei 3 (2n + 1) punti v,0, ... Vynio s Ara +. Ay, Fisultanti dall’ intersezio- 
ne della cubica colle 2n + 1 rette 


(v,v,a,) 9 (030403) 9 (U5U6G5) Sea's = (HS samtatlan 1) ? 


(Von43V2n4440) ’ (V,n.502n.,604) bi iat (Uan me ’ 


ve ne sono 6n distribuiti sulle 2n rette 


(UU a) ’ (Von +4 Van 503); Er (UV beamer) | 
(V,030,) ’ (0,050;) font (VI ViNon) 3 


dunque gli altri tre punti v,0;n,202n+1 Si troveranno pur essi in linea retta (In- 
trod. 44). Dunque: 

Se dei 3(2n + 1) punti che sono à vertici e le intersezioni delle coppie di 
lati opposti d’ un poligono di An + 2 lati, ve ne sono 6x + 2 situati in una 
curva di terz’ ordine, anche il punto rimanente apparterrà alla medesima 
curva (*). 

28. Nel piano di una curva del terz’ ordine si tirino due trasversali che seghino 
la curva nelle terne di punti (v,v,a,), (w,w3a,). Le due rette w,a, , v,a, incontrino 
la curva di nuovo in w,, v,. Per v3 si tiri ad arbitrio una trasversale che seghi 





(‘) Questo teorema, generalizzazione di uno notissimo dovuto a PoncELET (Introd. 45 €), mi è stato 
comunicato dal ch. prof. BrioscHI. 
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la curva in (v30j03); quindi congiunto w3 con az, si ottenga la terna (w,w;a,). Per 
w, si conduca ad arbitrio una trasversale che seghi la curva di nuovo nei punti 
w5a;, e congiunto v, con a;, si ottenga la terza intersezione v;. Si continui colla 
stessa legge finchè siansi ottenute le terne (0,,_ Vans) ; (Wan-,WanAan-1). Con- 
giungasi allora v,, con v, e la retta così ottenuta incontri di nuovo la curva in a,,. 
Ora, dei 6n punti 0,0, ... Vo, 3 W,Wy Wang 014, +. Aa, , che risultano dall’ in- 
tersecare la cubica col sistema delle 2n rette 


CORP a Corte a ln a 
(02030,) 5 (99505) +++ (VanV102n) > 
ve ne sono 6n — 3 distribuiti sulle 2n — 1 rette 
(V,V2Q,) 3 (V30403) > +++ (Van—1VanGon—s) » 
(w,w3Qa,), (WW), + (Wan-2Wan-x02n-2) 5 


epperö gli altri tre punti w,w,,a,, saranno pure in una retta. Cioè : 

Se dei 6n punti che sono à vertici e le intersezioni delle coppie di lati cor- 
rispondenti di due poligoni, di 2n lati ciascuno, ve ne sono 6n — 1 situati in una 
curva di terz’ ordine, anche il punto rimanente giacerà nella medesima curva (*). 


(*) Questo teorema ed il precedente sono stati enunciati da MôBius nel caso che la cubica sia il 
sistema di una conica e di una retta (Yerallgemeinerung des Pascalschen Theorems, Giornale di CRELLE, 
tom. 36, Berlin 1848, p. 219). 


LPC A Nata 
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SULL’ EQUAZIONE DELLA CURVA PIANA, LUOGO GEOMETRICO 
DI UN PUNTO DAL QUALE, CONDOTTE DUE TANGENTI A DUE CIRCOLI 
DI EGUAL RAGGIO, IL LORO PRODOTTO SIA COSTANTE. 


NOTA 


DEL PROFESSOR 


BARNABA TORTOLINI 








1° Nell’ Opera periodica intitolata nouvelles Annales de Mathematiques par 
M'. Terquem et Gerono tom. 7°. an. 1848 a pag. 45 si propone col n° 177 la 
risoluzione di una tal questione dal sig. W. Roberts di Dublino, e segnato con l’ana- 
gramma Strebor. Di più si dice, questo luogo geometrico comprende come casi par- 
ticolari I’ ellisse del Cassini, e le due curve luogo geometrico della projezione orto- 
gonale del centro di una sezione conica sopra le sue tangenti. Una tal questione fù 
da me risoluta in una Nota con la data del 20 Marzo 1848, ed inserita nel to- 
mo IV. della accolta Scientifica di Roma: aggiunsi ancora alcune ricerche sulla 
rettificazione di questa curva, e che mostrai dipendere dalle funzioni ellittiche. 
Verso la stessa data, e nel medesimo tomo 7°. degli Annali del sig Terquem si 
trova risoluta la citata questione dal sig. Legallais pag. 126. Molti anni dopo e pre- 
cisamente nel 1860 nella stessa Opera del sig. Terquem. tom. 19, pag. 248, que- 
stione 533, si dice: Siano due circoli eguali nello stesso piano, P un punto variabile 
dal quale si conducano delle tangenti ai circoli, ed il loro prodotto sia costante: il 
luogo geometrico di questo punto è la podaire del centro di un’ ellisse: (col nome 
di podaire s’ intende il luogo geometrico dei piedi delle perpendicolari abbassate da 
un punto sulle tangenti ad una curva data). Ultimamente nella stessa Opera nou- 
velles Annales nel fascicolo del mese di Maggio 1864 pag. 223, si richiama dal 
sig. Nestor Plissart l’enunciato della questione 533, e proponendosene di darne la 
soluzione, soggiunge con le prime linee. Questo enunciato mi sembra troppo 
generale, ed io credo che questa proprietà non sia vera che in un caso particolare, 
quindi il sig. Plissart risolve la questione, e determina le condizioni onde la curva 
riesca una pedale (podaire) dal centro di una conica. Cid sia detto soltanto per la 
parte storica, mentre non intendo di annettere alcun rilievo .sopra una questione si 
facile ad essere risoluta, e che sotto un’aspetto un poco diverso si riproponeva re- 
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centemente ignorando forse, quanto sopra la citata questione si era scritto fin dal- 
l’anno 1848 nei medesimi Annali del sig. Terquem. In questo scritto mi propongo 
di riprendere in parte, quanto già esposi nella mia Nota pubblicata nel 1848, e 
forse poco conosciuta, tralasciando però la maggior parte dei sviluppi, che ivi si tro- 
vano, aggiungendoci qualche ulteriore ricerca sulla rettificazione di questa curva, 
2° Sia c il raggio di uno dei due circoli 2a la distanza dei due centri, e po- 
niamo l’origine delle coordinate nel punto medio della distanza 2a, nella direzione 
della quale prenderemo I’ asse delle ascisse, ed in una retta perpendicolare |’ asse 
delle ordinate. Siano R, R' le due tangenti condotte ai punti delle due circonfe- 
renze, e per il prodotto costante potrà stabilirsi RR’ = b?, od anche R° R°— bi. 
Ciò posto siano x, y le coordinate di un punto qualunque, dal quale si conducano 
le due rette tangenti R, R’, si avrà per le proprietà del circolo 


R?= + (x io a) — e , Rees y+ (x —a)?— c° 
d'onde per la condizione stabilita, si otterrà I’ equazione 


(1° + y+ a'— c°)— fara? = bi 


la quale essendo di quarto grado, ci fà dedurre che la curva appartiene al quart’or- 
dine. Sviluppando la potenza ivi indicata si trova 


(x + y) — 2 («+ c’)x’— (a’— c’) v) bi ua ie 


Questa curva comprende come casi particolari diverse altre curve gid note: cosi 
per co = 0 si ha 
(x? + y)°— 20° (X — y) = bi—a 


la quale appartiene all’ ellisse del Cassini, ed offre come è noto tre varietà, e per 
=a si riduce alla lemniscata. Nell’ equazione generale pongasi 


b— a — cè, ed ac, 
avremo 


(2° + y) = 2 (c+ ce) @— (a’— c’) i) 


Una tal’equazione appartiene alla pedale dal centro di un’iperbola sulle sue tan- 
genti. Che se supposto b?= a*— c°, sia a <c, |’ equazione diverrà 


(+ y?)? = 2{(a°+ ce?) © + (c°— a?) ÿ) 
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e la curva corrispondente è la pedale dal centro dell’ ellisse sulle sue tangenti. 
Quanto si è esposto, soddisfa all’ enunciato della questione proposta dal sig. W. Ro- 
berts, e nello stesso tempo conosciamo la limitazione da darsi alla questione 533 , 
rimareata dal Sig. Plissart. Per la discussione completa della curva si può vedere 
quanto io pubblicai nella citata Nota nel 1848, ed anche la risoluzione del Sig. Le- 
gallais. . 
3° Come gia mostrai nella mia Nota pubblicata nel 1848, la rettificazione della 
curva in questione si riporta ai trascendenti ellittici di terza specie con introdurre 
nell’ equazion della curva le coordinate polari: per cui ponendo per il detto sistema 
di coordinate 
x= recosu, y == 7 sen u 


otterremo dalla sostituzione l’equazion polare 





ré— 2 (a? cos 2u + c°)r°= bi— (a?— c?)” 
la quale risoluta dara il doppio valore 
r=a’ cos 2u + c?+ le cos Qu + €)" + bi — (a? — cé) 


Dalla differenziazione otteniamo ancora 


be Ar’a* sen’u cos udu? 
{ = er 


(a? cos 2u + ©) + b!— (a? — c?)? 





Di qui dalla formola della rettificazione ds = y(dr°+ r°du?) deduciamo 


V(0Î+ 4a?) cos?u.r? 


de. du MIET (a? cos QU + He bi — ar cÈ)?) 


Per la sostituzione del doppio valore di r° sotto lo stesso angolo u corrisponderanno 
due archi s,, s, della nostra curva, e fatto quindi per brevità 


M’— bi 4a°c°cos°u 
si olterra 


ela FARA (aes eds OCR arg) 
SOTA Re: (a? cos 2u + + bi — ue fale 





va a? cos 2u + c'— [(a? cos 2u+ c*)?+ b4— (al — zu 
as,= au (a?cos Qu + ey Pi (a? — CP 


* 
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La riduzione degli integrali ai trascendenti ellittici si riconoscera più facilmente con 
riportarla alla somma, e differenza ds, + ds,, ds,— ds, come già fece il Sig. Ser- 
ret per I’ ellisse del Cassini. A quest’ oggetto ponendo 


C?= A°- B 


e richiamando la formola algebrica 


OVER 


e prendendo pel nostro caso 
A =a’ cos Qu + cd‘ B = (a? cos 2u + ©) + b'— (a’— c’)? 
C’= A°- B= (a’'— €) — bi 
si troverà a tutte riduzioni eseguite 


V(04+ 4a°c? cos'u) 


ls + ds, 0! du e SE? 
PO VIE cos Qu + € — [(a°— c°)?— b*]:) 





V(b4+ 4a°c° cos’u) 


lil dilata ee eee 
UP SEE " (a? cos 2u +c? + | (a? — c°)°— b4|?) 


Tali sono l’ espressioni alle quali giunsi nella mia citata Nota del 1848: gli inte- 
grali si presentano sotto forme diverse dipendenti dalle condizioni alle quali si tro- 
vano astrette le tre costanti a, 6, €, come si vedrà da quanto siamo per esporre. 

4° Se sia a>c, e b’<<a’—c? la curva sarà composta di due ovali eguali , 
e simili separate fra di loro da un certo intervallo per cui se nell’equazione polare 
della curva 


ri— 2 (a? cos 2u + c°)r = bi— (a'— à) 


si suppongono eguali i due valori di r°, i raggi vettori divengono tangenti alla curva 
e l'angolo 2u sarà l’ angolo delle stesse tangenti condotte dal centro: sia 0 quest’an- 
golo, si avrà sotto la condizione dell’ eguaglianza dei due valori di r? 


(a? cos 20+ c°) = (a'— c?)’— dI 
Fatta una tal sostituzione nelle due espressioni differenziali, ed integrando fra 1 li- 


miti UST) Wer, 
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si troverà 


urn? [gy VO dates 
R V(cos 2u — cos 20). 


I O) 
? sa V2c*+ a? (cos 2u+- cos 20) 


I secondi membri si ridurranno ai trascendenti ellittiei di terza specie, il che nel 1848 
fu da me eseguito per il primo dei due integrali, e che ora verrà indicato per am- 
bedue con la maggior brevità possibile. 

5° Pongasi primieramente nel primo degli integrali 


sen 0 cos odo 


sen u = sen 8 sen e | 
2 V(4-sen?9 sen’) 


ed ai limiti u= 0, u —u,, corrisponde 9=0, 9 = 9, si avrà 


Aa? bi 4a°c?— Aa°c° sen?9 sen” 
CE + S,—= — È do n An verge 909) 
rire (1 — sen 9 sen°o) 


Nell’ ellisse del Cassini c — 0, ed il secondo membro si riduce ad un trascendente 
ellittico di prima specie di ampiezza 9, e di modulo sen 9. Quando non sia c — 0, 











pongasi si 
V(05+ 4a°c°) 
tango = lang © 

> /(bt+ 4a’c? cos’) ° 
otterremo 

V(05+ 4a?c°).y(b4+ 4a°c? cos°0). de» 

do = ——___ Sg e N 
M 
ove per brevità i 
M = (b++ 4a°c° cos°0) coso + (b4-+ 4a?c°) sen’ i 

Si deduea ora il valore di sen?g, integrando fra i timitio= 0, 0= ©, corrispon- 


denti ai limiti @= 0, 9 = 9,, avremo 


ae (b++-4a°c*) (b++-Aa’c* cos?) fr viti ai do Le. 
do ha a J o Mi/(b+-+ 4a°c° coso — b? sen*6 sen’w) 


Il secondo membro si riduce evidentemente ad un trascendente ellittico di terza spe- 
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cie: infatti ponendo si pel modulo k, che per il parametro n 


ho bi sen?6 ___ 4a?c? sen?6 
~ DE 4a?ccos’d ” NT DEL ac 0056 
ed 
M = (b'+- 4a’c? cos?6) (1 + nsen*w) 
si dedurra 
V(b5+ 4a*c”) Ré do. 
a ay(b'—+ Aa*c?cos’6) f (1 + nsen’o) /(1 — k° sen’) 


e per la notazione di Legendre 


V(05+ 4a’c’) 
a /(b'+- 4a?c?cos76) 





Sy + S2— (n, k, 01) 


Riassumendo poi l’equazione che determina cos 29 si ricaverà pel modulo, e pel pa- 


rametro 
hi c? 
~ Qa? così ’ NT GE 0059 
e quindi 
bi+ 4a? c? c? b? À 
pial ai (= cos? 6’ 2a? cos 9” * ) 


Quando sia u = 9, la somma s,+ s, diviene la quarta parte del perimetro S delle 


À ; T TA 
due ovali ove corrisponde 9 = » ri quindi 
4(b4+ 4a°c°) c b° 

Se ee 

a° sen 20 a” cos? 2a cos 8 
Aggiungia in fine che il parametro itivo n è di forma circolare. 
Aggiungiamo in { he il tro posit di f rcolare 


6° In un modo somigliante per la differenza s,— s, si potrà eseguire la riduzione 
ai trascendenti ellittici. Ripreso il valore dato dall’integrale come dal N° A, cioè 





2 y(b'+ Aa?c’— Aa?c” sen?u) 


“ 
sit s,= 2! anni” OF ee 
a de V2c° + a? (cos 2u + cos 20) 


e supposto sempre a@>>c, scegliamo un nuovo angolo 9, da soddisfare all’ equa- 
zione 
2 2 2 
2c + a cos 28 — a cos 29, 
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d’ onde 
= a” (cos?0,— cos°0) 
quindi l’angolo 6, dovrà essere minore dell’ angolo 9, ed il valore di s,— s, di- 
viene 





ee — V/(cos 2u + cos 26,) 








2: In F V(b'+ 4a°c°— 4a°c° sen’u) 


Si $,= — 
I 2 a 


Qui pure sostituiamo primitivamente 


sen u = così, sen Ÿ 
per cui 
cos 2u + cos 29,— 2 cos?0, cos’y 


A. JEU 6, (cos gd) | 
~ (1 — cos?6, sen?4) 








e perciò 





ALT EL V(b'+ 4a?c’— 4a?c’cos?6, sen?) 
SES dy & as 
7 ns V(1 — cos’, sen?) 


In questo integrale la supposizione di c = 0 porge 0,= 5. Eseguita una tal ridu- 
zione, pongasi come si è praticato si sopra 
V(bt+- 4a?c°) 


tang b= a lang t 
sa à ÿ (b'+ 4a’c’ sen?6,) 


ed ai limiti y=0, Y — 4, corrisponda t = 0, t=t,, e facendo inoltre 


bi cos’6, 4a?c?cos 6, 


na SOE Ve TS IT SOS YR 
bi+ 4a?c? sen?0, *  b4+ Aa?c’sen’s, 


giungeremo alla nuova formola integrale 


eee A i-@———— 


Sa = FS ———— 
ig o (1-+ n, sen°t) Y(1 — h’sen’t) 


(b4+ 4a?c?) A di 
ay/(b*+ 4a°c° sen” BI 


la quale è un trascendente ellittico di terza specie di modulo h<1, e di para- 
metro n, di forma circolare, e per le notazioni di Legendre si potrà scrivere 


V(bi+ 4a? aes 
~ ay ( (bi + Aa?c’sen?,) 





$,— = II (n, h, t) 
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Quando fosse c = 0 il parametro n, si annulla, ed il modulo h diviene complemen- 
tario del precedente modulo k, come già si conosce nell’ellisse del Cassini: del re- 
sto il modulo h, ed il parametro n, si possono pur far dipendere dall’ angolo 25 
delle tangenti sortite dal centro della curva; infatti dall’equazione 


a? c0s’9,— ¢ +a’ cos” 

si ricaverà 
Pa bi (+ a? c0s°0) 
"a (BIE Ac (a? sen?6—C) ) 
_. . 40% (ea cos") 
PT he (a” sen 0 — c’) 
che se nelli precedenti integrali sia c = 0 e b = a, rappresenteranno essi il peri- 
metro della Lemniscata. 

7° Quando si supponga a>c, e b? > a?— c’ la curva sarà composta di una 
sola ovale e dovrà scegliersi il valore di s, come al N? 3, cioè 





(a? cos 2u + c’)?-+ b'— (a'— c?)’ 





$ n 2 ‘ 2\2 GPS fe ilies ANS 
ds,— Mau À /( RE cos Qu + ce)’ + bi — (a or") 


Per ottenere in questo caso un’altro arco s, compreso fra due raggi vettori condotti 

q 55 
perpendicolarmente uno all’ asse delle x, e l’altro al raggio r converrà sostituire 
90°+ u invece di wu il che porge. 


deje Mida yf (ELE ho (pen et) rai pe ool 
i | (c’— a? cos Qu) + b*— (a — cŸ 





ed ove 
M,= 6'+- 4a’c? sen’u 


Per limitarci ad un caso particolare sia c = 0 la curva si riduce all’ ellisse del 
Cassini, risultante da una sola ovale, ed integrando fra i limiti w= 0, u =u, 
avremo i due integrali esprimenti i valori degli archi s,, s, vale a dire 


e |: a V(a°cos 2u + /(b4 — a‘ sen’2u) ) 


5 v(b’— at sen’2u) 


d v(b’— a‘ sen?2u) 


$, = 


iF ia a V(— a° cos 2u + y(b'— at sen°2u) ) 
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sotto la condizione di b > a potrà farsi per la scelta di un’angolo 9 
a’== b’sen 20, at—= b4 sen? 29 


e di due integrali si ridurranno ai trascendenti ellittici di prima specie come gia da 
lungo tempo fu indicato dal sig. A. Serret nel giornale del Sig. Liouville. 

8° Aggiungerò alle precedenti ricerche |’ indicazione di un’altro problema, che 
lo trovo trascritto da lungo tenipo, e del quale l’enuncialo sarà stato forse desunto 
dai medesimi Nouvelles Annales des Math. cioè il luogo geometrico di un punto 
tale dal quale condotte due rette, che incontrino due circonferenze di egual raggio 
in modo da sottendere angoli retti ai loro centri, il prodotto delle due dette rette 
sia costante. 

Chiamando come sopra 2a la distanza dei centri di due circoli di egual rag— 
gio c con I’ origine al punto di mezzo, e notando con R, R' le due rette che par- 
tendo dal punto M incontrano le due circonferenze sottendendo angoli retti ai loro 
centri, è evidente che ciascuna delle due rette R, R' incontrerà in due punti le 
circonferenze dei due circoli, quindi se con R s'intende la retta che comprende an- 
che la corda corrispondente all'angolo retto, si avrà per l’altra R — cy2, quindi 
per le proprietà del circolo 


R(R—cy2)= + (a + x) — cd? 
Nella stessa guisa per la retta R' si avrà 
R' (R'— c 2) = y + (a — x)’-—- e 


Risolvendo le due equazioni di 2° grado col prendere il segno + si troverà 


Ry2=c + VAE (a+ à +) — C+ la) 


Ry2—=c +\/(2 (+ +) — ?— tax) 


Ora per la condizione del problema il prodotto delle due rette dovrà essere costante 
e ponendo adunque RR'= 0’, e di più 


A = 2 (+ x°+ y) — e? 
otterremo 


dh \/ (è (A + saa) A \/ (e (A — tax)) + \/ (a 16 x) 


Tom. VI. N. 4. 23 
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Facendo inoltre 
2h — —s, C(A+ 4ax)—u, 


(A — Aax) =v, A?— 16ax— w 
Si avrà 
s= fu + fv + vw 


Il grado di quest’ equazione si riconoscerà con renderla razionale: così trasportando 
nel primo membro yw, ed: elevando al quadrato si ha 


S+w—u--v=2(yuv+s Vu) 
ove sostituendo i valori di u, v, w, s diverrà 
(2b°— c*)?-+ A°— 16a0°x°— 2Ac° = 46° V(A°— 160°2°) 
e |’ irrazionalità sarà tolta con elevare nuovamente al quadrato, cioè 
2 
(er CY + A°— 160°%x° — zac) = 1605 (A°— 16a°2?) 
Sostituendo infine il valore di A, ed eseguendo i sviluppi richiesti, si vedrà che 


l'equazione ascende all’ ottavo grado rapporto alle coordinate x, y il che per brevità 
ci dispensiamo di ritrovare. La curva adunque appartiene all’ ottavo ordine. 
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SULLA TEORIA DELLE CONICHE. 


Unasres = Détermination du nombre des sections coniques qui doivent toucher 
cing courbes données d'ordre quelconque, ou satisfaire à diverses autres con- 
ditions (Comptes rendus, 1% février 1864). — Construction des coniques qui 
satisfont à cing conditions. Nombre des solutions dans chaque question (C. r. 
15 février). — Systèmes de coniques qui coupent des coniques données sous 
des angles donnés, ou sous des angles indéterminés, mais dont les bissectrices 
ont des directions données (C. r. 7 mars). — Considérations sur la méthode 
générale exposée dans la séance du 15 février. Différences entre cette méthode 
et la méthode analytique. Procédés généraux de démonstration (C. r. 27 juin, 
4 et 18 juillet). — Questions dans lesquelles il y a lieu de tenir compte des 
points singuliers des courbes d'ordre supérieur. Formules générales comprenant 
la solution de toutes les questions relatives aux coniques (C. r. 1 août ). — 
Questions dans lesquelles entrent des conditions multiples, telles que des con- 
ditions de double contact ou de contact d’ordre supérieur (C. r. 22 août). 


Data una serie di coniche soggette a quattro condizioni comuni, della quale si 
sappia che x coniche passano per un punto dato ad arbitrio, si cerchi il numero 
delle coniche tangenti ad una retta data. Il metodo che sembra essersi pel primo 
offerto ai geometri per risolvere questo problema, è il seguente (*): 

Si fissi un punto o nella retta data; le rette polari di o rispetto alle coniche 
della serie formano una curva di classe x, le tangenti della quale incontreranno le 
coniche corrispondenti nei punti in cui queste sono toccate da rette passanti per o. 











(*) Giornale di LrouviLLR, aprile 1861, p. 117. — Introduzione ad una teoria geometrica delle 
curve piane, 85. 
* 
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Quindi il luogo di questi punti è una curva d’ordine 3g, che passa p volte per o. 
Le 2x rimanenti intersezioni di questa curva colla retta data sono i punti in cui 
questa tocca altrettante coniche della serie: epperò 2x è il numero domandato. 

Ma che cosa è veramente il numero 2x trovato in questa maniera? Esso è il 
numero delle coniche della serie per le quali i due punti d’intersezione colla retta 
data coincidono. Ora quei due punti coincidono non solamente quando vi ha un’ef- 
fettiva conica tangente alla retta data, ma anche qualora la conica sia un pajo di 
punti: perchè in tal caso la conica, risguardata come luogo, si riduce ad una retta 
contata due volte, epperò le due intersezioni colla retta data coincidono in un solo 
punto. 

E si noti che, siccome basta sodisfare ad una sola condizione affinchè una 
curva di seconda classe sia dotata di tangente doppia, così una serie di coniche con- 
terrà in generale un certo numero di sistemi di due punti, ossia di due rette coin- 
cidenti (coniques infiniment aplaties). 

Bisogna adunque introdurre la considerazione di queste coniche eccezionali , se 
si vuole arrivare alla vera soluzione del problema. Quando una conica è una retta 
contata due volte, con questa retta coincide la polare di qualsivoglia punto 0; per- 
ciò la retta medesima farà parte del luogo d’ordine 3u sopra accennato. Prescindendo 
dai sistemi di due punti, il cui numero supporremo essere p, l'ordine del luogo 
dei punti di contatto delle coniche della serie colle tangenti per 0, sarà 3» — p; 
e per conseguenza il numero v delle coniche toccate dalla retta data è 


v= 2u— p. 


Il numero p dipende dalla natura delle quattro condizioni comuni alle quali so- 
disfanno le coniche della serie, e può avere diversi valori per diverse serie, benchè 
dello stesso indice » (Per es. sì le coniche circoscritte ad un triangolo e tangenti 
ad una retta, che le coniche inscritte in un quadrilatero, formano una serie d’indice 
p= 2; ma nel primo caso si ha p= 0, e nel secondo p = 3). Questi numeri p,p, 
dei quali è funzione v, sono indipendenti fra loro ed entrambi necessari per la de- 
finizione della serie: la quale vuol dunque essere designata non col solo indice p, 
ma coi due numeri x e p, quando nella ricerca delle coniche sodisfacenti ad una 
quinta condizione data, si vogliano escluse le soluzioni corrispondenti a sistemi di 
due retle coincidenti. 

Correlativamente : una serie di coniche contiene in generale un certo numero di 
coppie di rette (non coincidenti). Una conica qualunque della serie è toccata da due 
rette concorrenti in un punto dato: e se queste due rette coincidono, se ne conclude 
che la conica passa pel punto dato. Ma la coincidenza avviene anche, qualunque 
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sia il punto dato, se la conica è dotata di punto doppio. Dunque, se » è il nu- 
mero delle coniche della serie che toccano una retta data ad arbitrio, e se q è il 
numero dei sistemi di due rette incrociate (numeri mediante i quali la serie può 
essere definita), il numero x. delle coniche effettive della serie che passano per un 
punto dato sarà 

po == 2v — q. 


I numeri p, v, p,q essendo fra loro legati da due equazioni lineari, due qualun- 
que di essi possono servire come caratteristiche indipendenti per designare la serie, 
È naturale di adottare due caratteristiche che si corrispondano correlativamente, co- 
me 4, v; e così appunto ha fatto il sig. Cmastes che primo ha veduta la necessità 
di definire una serie per mezzo di due variabili indipendenti. Allora le due equa- 
zioni superiori daranno 


p=2w—v; gq = 2v— gf, 


cioè faranno conoscere quante coppie di punti e quante coppie di rette (cioè quante 
coniche con tangente doppia, e quante coniche con punto doppio) esistano in una 
serie, le caratteristiche della quale siano x, v: cioè in una serie tale che per un 
punto arbitrario passino x coniche della medesima, ed una retta qualunque ne toc- 
chi v. 


Le memorie del sig Cuastes contengono un grandissimo numero di teoremi che 
conducono spontaneamente alla soluzione del problema: quante coniche di una serie 
(vz, v) sodisfanno ad una data condizione? Ecco qualche esempio. 

Teorema. Il luogo di un punto la cui polare relativa ad una conica di una serie 
(2, v) coincida colla retta polare dello stesso punto rispetto ad una curva C, d’or- 
dine m, è una curva d’ordine u (m—1) + ». 

Dimostrazione. Sia L una trasversale arbitraria, ed x un punto qualunque di L. 
La retta polare di x rispetto a C,, avrà i suoi poli relativi alle coniche della serie, 
situati in una curva d’ordine » segante L in v punti x'. Se invece si prende ad ar- 
bitrio in L un punto x', le rette polari di æ' rispetto alle coniche formano una curva 
della classe x, che ha #(m — 1) tangenti comuni colla curva di classe m — 1 in- 
viluppata dalle rette polari dei punti di L relative a C,, (Introd. 81 a). Queste tan- 
genti determinano in L altrettanti punti x. Per tal modo ad un punto x corrispon- 
dono v punti x, mentre ad un.punto a’ corrispondono „(m — 1) punti x. Quindi L 
conterrà yp (m — 1) +» punti x coincidenti con uno de’ corrispondenti X: cioè que- 
sto numero esprime l’ordine del luogo di cui si tratta. 
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Se C,, ha un punto o multiplo secondo r, e se L passa per o, le rette polari 
de’ suoi punti relative a C,, inviluppano una curva di classe m — r (Introd. 81 b); 
quindi o tien luogo di a (r — 1) intersezioni del luogo colla trasversale, cioè per 0 
passano u (r— 1) rami del luogo. È poi facile vedere che le tangenti del luogo in 0 
sono le rette costituenti le prime polari (relative al fascio delle r tangenti di C,, ) 
delle x rette che toccano in o le x coniche che passano per questo punto. Ond’ è 
che, se una medesima retta tocca s rami di C,,, essa toccherà p(s — 1) rami del 
luogo (Introd. 73 a). 

Se la trasversale L passa pel punto multiplo o ed ivi tocca s rami di C,,, le 
rette polari de’ punti di L inviluppano una curva della classe m — (r +1) (In- 
trod. 81 c (*)), epperò o rappresenta in questo caso pr intersezioni della retta L 
col luogo. 

Di qui segue (**) che, oltre ad o, il luogo e la curva C,, hanno 


m [x (m—4) +»] — ufr (r—1) +8— 1] 


punti comuni, il qual numero equivale a un + vm; ove con n si indichi la classe 
di C,,, Ora, i punti ove il luogo è segato da C,, sono evidentemente quelli ove 
quest’ ultima curva è toccata da coniche della data serie; dunque : 

In una serie (u, v) vi sono un + vm coniche che toccano una data curva d’or- 
dine m e di classe n. 

Teorema. Il luogo di un punto & tale che la normale in questo ad una delle 
coniche d’una serie (u,v) che vi passano, e la retta polare di & rispetto ad una 
curva C,, d'ordine m, si taglino sopra una retta fissa D, è una curva dell’ordine 
(m+1)p+v. 

Dimostrazione. Sia L una trasversale arbitraria. Preso in D un punto qualun— 
que a, per esso passano (***) Qu + v rette che sono normali ad altrettante coniche 
della serie, in punti di L; e le rette polari dei piedi di queste normali, rispetto a 
C,,, incontrano D in 24 + v punti a'. Invece in un punto arbitrario a di D s’ in- 
crociano le rette polari (relative a C,,) di m — 1 punti di L (le intersezioni di L colla 
prima polare di a’), pei quali passano x» (m — 1) coniche della serie; e le normali 





(*) Nel passo qui citato dell’ Zntroduzione si deve leggere (n — 1) — r—i)—1 ed n—(r +1) in 
luogo di (n— 1) — (r —1)—(s—1) edn—(r+s—1). 

(**) Se un punto o è multiplo secondo r per una curva e multiplo secondo pr’ per un’ altra curva; 
e se una stessa retta tocca in quel punto s rami della prima curva e us' rami della seconda, avendo 
ivi r +4 punti riuniti in comune colla prima e » (r'+ 1j comuni colla seconda ; in queste ipotesi, © 
equivarrà a 4 (rr'+ s') o x (rr'+ s) intersezioni delle due curve, secondo che sia s' <s od s'>s. 

(***) Perchè le normali alle coniche d’una serie (4, ») nei punti ove queste sono segate da una 
retta data inviluppano una curva della classe 2u + ». 
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a queste nei punti medesimi determineranno in D lo stesso numero p (m — 1) di 
punti a. Dunque L contiene 2 + » + p (m—1) = (m+ 1) p+» punti del 
luogo cercato : come si doveva dimostrare. 

L’ ordine del luogo si può stabilire anche osservando che esso passa ». volte per 
ciascuno de’ punti in cui D sega C,, e passa inoltre pei » + v punti in cui D ta- 
glia ad angolo retto altrettante coniche della serie (*). 

Se C,, har rami incrociati in un punto 0, e se la trasversale L passa per que- 
sto punto, la prima polare di a avrà in o un punto (r — 1), epperò segherà L 
in altri m — r punti soltanto; d'onde segue che o terrà le veci di w(r —1) in- 
tersezioni del luogo colla trasversale: cioè il luogo avrà in o un punto multiplo se- 
condo a (r—1). Anche qui è manifesto che le tangenti in o ai p (r — 1) rami del 
luogo sono le tangenti alle prime polari (relative a C,,) dei x punti in cui D è se- 
gala dalle normali (in 0) alle » coniche che passano per 0. Per conseguenza, se C,, 
ha s rami toccati in o da una stessa retta, questa toccherà s — 1 rami d’ogni prima 
polare, cioè x (s — 1) rami del luogo. 

Se la trasversale L tocca in o uno o più rami di C,,, essa incontrerà la prima 
polare d'ogni punto a’ in altri m —r —4 punti: epperò L avrà col luogo pr punti 
comuni riuniti in 0. 

Da tutto ciò segue che, oltre ad o, il luogo avrà 


m[(m + 1)p2+»})—p[r(r—1)+s—1] 


punti comuni con C,,: fra i quali punti sono comprese anche le intersezioni di C,, 
con D, ciascuna contata » volte. Messe queste da parte, i rimanenti 


my + [m?— r (r —1)—(s — 41)]p ossia m+(m+n)g 


(ove n è la classe di C,,) saranno i punti ove C,, è incontrata sotto angolo retto 
da altrettante coniche della serie. Dunque: 

In una serie (p, v) vt sono „(m + n) +vm coniche che incontrano sotto an- 
golo retto (ovvero sotto un qualunque angolo dato di grandezza e di senso) una 
data curva d’ordine m e di classe n. 


3. 


In tutti i teoremi del sig. CnasLes si osserva questa importantissima proprietà, 
che il numero delle coniche d’una serie (u,v) che sodisfanno ad una data condi- 








(*) Perchè le tangenti condotte alle coniche d’ una serie (x, ») ne’ punti in cui queste incontrano 
una retta data inviluppano una curva della classe «+». 
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zione è sempre espresso da un binomio della forma a+ 6v, ove a, 6 sono numeri 
indipendenti da p, v, uno de’quali può anche essere zero. A questo binomio l'illu- 
stre geometra da il nome di modulo della condizione proposta. 

Ciò premesso, ecco in qual modo egli risolve i due problemi generali: 

Trovare le caratteristiche della serie formata dalle coniche soggette a quattro 
condizioni, à moduli delle quali siano dati; 

Trovare il numero delle coniche che sodisfanno a cinque condizioni, delle quali 
î moduli sono dati. 

Ben inteso le condizioni in discorso s'intendono affatto indipendenti fra loro. 

Innanzi tutto notiamo che, se le quattro condizioni comuni consistono nel passare 
per punti dati e toccare rette date, le caratteristiche della serie sono conosciute (*). 
Per es. se le coniche passano per quattro punti dati, le caratteristiche sono ».=1, 
v=2, e se le coniche passano per tre punti e toccano una retta, le caratteristiche 
sono p= 2, y — 4. Ciò si esprime scrivendo: 


(49)= (4, 2). (3p, 1r) = (2, 4). 
Ed inoltre si ha: 


(2p, 2r) = (4, 4), (1p, 3r) = (4,2), (Ar) = (2,1). 


Ora, se di una condizione, che indicheremo col simbolo Z, si conosce il mo- 
dulo «u + fv, ciò vuol dire che zu + fv coniche della serie (u, v) sodisfanno a quella: 
dunque il numero delle coniche della serie (4p) sodisfacenti alla condizione mede- 
sima sara a + 26: la qual cosa si esprime così: 


N(4p, Z) = « + 26. 


Ed analogamente: 
N (3p, Ar, Z) = 2a + 46, N (2p, 2r, Z) = 4a + 46, 
N (1p, 37, Z) = 4a + 286, . N (4r, Z) = 2a+ 8. 


Ciò torna a dire che le coniche passanti per tre punti e sodisfacenti alla condi- 
zione Z formano una serie le cui caratteristiche sono « + 28 e 2a + 48: proprietà 
la cui espressione simbolica sarà la seguente: 


(3p,Z) = (a + 28, 2a + 46). 


(*) Annali di Matematica, t. V, p. 330. 


PURA ED APPLICATA. 185 
Analogamente : 
(2p, Ir, Z) = (2a + AB, 4a + 48), 


(1p, 2r, Z) = (4a + 46, 4a + 25) , 
(3r, Z) = (4a + 26, 2a + 6). 


Sia ora au + ß,v il simbolo di una nuova condizione Z,; il numero delle co- 
niche della serie (3p, Z) sodisfacenti alla medesima sarà 


ay (a nr 26) = Bi (22 + 48) ’ 
ossia: 


N (3p, Z, Zi) = Aa, + 2 (aB + a, (3) a 468, 9 


ed analogamente: 
N (2p, ir, Z, Z,) = Qua, + 4 (ab, + af) m ABB, ’ 
N (Ap, 2r, Z, Z;) = 4ea,+ 4(26,+ af) + 268, , 


N (8r, Z, Z,) = Aaa,+ 2 (#8,+ a,6) + BB, - 


Donde segue: 
(2p,Z,Z,) = (aa, + 2 (aBı+ 2,8) + 4661, Dax, + 4 (aB,+ 2,8) +468), 
(1p,4r,Z,Z,) = (ea, 4 (aß, -+ aß) + 488,3 4aax+ À (aß, + 2,8) + 268,) ; 
(2r,Z,2,) = (Aaa, + 4 (aß, + 2,8) + 288, 4aa,+ 2 (af 2,6) + PB). 


Assunta ora una condizione Z, il cui modulo sia «yu + B,v, il numero delle co- 
niche della serie (2p,Z,Z,) sodisfacenti alla nuova condizione sarà 


a, {a0 + 2 (%8,+ aß) + ABB, } + B, | Qaa,+ 4(a6,+ ab) + ABB, } , 
ciò che si esprime così: 
N (2p,2,2,,2:) = aaa, + 2 (aa,ß,+ 212,3 + 2903,) + 4 (Bat a,6,6+ «,86,) + 466,60, 
e similmente : 
N(1p,1r,Z,Z,,4,)=2ca,a,+ 4 (oa B,+a,a,f5 + a,a8,) + Alaßıßa + a, ßß+aPßß,) + 266,8; 


N (2r,Z,Z,,Z,) = 4aa,a,+ 4 (ax, ß,+a,0,ß+a,oß,) +2(aß,ß, + a,6,6+ 2,68.) + 66,62 ; 
Tom. VI. N. 4. 24 
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eppero: 
(1p,,Z,,Z,) = (c0,%,+ 2Ea0,8,-- 42a5,0,+ 46,6, » 


2aa,a,+ ASaa,f,+ 42af,f,+ 208,62), 
(1r,2,2 52.) = (2aa,a, + ASaa,B, + 4XaB Pat 238 Be ; 
Nach, 7 pd AEac,B, CE 2205.8, si ÉB1B2): 


Di qui, assunta una quaria condizione Z, ,il cui modulo sia æzu + fav, si rica- 
veranno i numeri N (1p,2, Z,, Z,, Z3) e N(1r, Z, Z,, Z,, Z3), i quali altro non 
sono che le caratteristiche della serie formata dalle coniche che sodisfanno alle quat- 
tro condizioni ZZ,Z,Z3. Dunque 


(ZZ,Z,Z;) = (acts + 2200 ,4303 + 4 Scat 39/334 438,683 268,6:63 ’ 


20106 0,03 + AEaa,a PB 3 AZaa,B,B:+ 2 a6 6.63 + BB,B.B;). 


E finalmente, se au + 6,v è il modulo di una quinta condizione Z,, il numero 
delle coniche sodisfacenti alle cinque condizioni ZZ,2,2,2, sarà 


N (ZZ,Z,Z;Z,) ae LA 43432]; Se 2 Zee 0,08, + A Sao, 0,853, 
+ 4200,ß,8,6,+ 2208 ,6.P38,4+ PP BP, - 


Cosi sono risoluti i due problemi proposti. 

Esempi. La condizione di toccare una curva d'ordine 6 e di classe « ha per 
modulo au + ßv; dunque la formola ora trovata pel N (ZZ,Z,Z,Z,) dà il numero 
delle coniche tangenti a cinque curve date i cui ordini siano P, B,, B,, Bs, B, e le 
classi a, cy 4 &,, a, a. 

La condizione di tagliare sotto angolo dato (in grandezza ed in senso) una curva 
d’ordine 8 e di classe « ha per modulo y (2 +) + »8; onde se nella formola an- 
zidetta si pone a + 6, a«,+ 6,,....in luogo di &,«,,.... si otterrà il numero delle 
coniche che incontrano sotto angoli dati cinque curve date. 


4. 


A quel modo che una serie di coniche sodisfacenti a quattro condizioni comuni 
è definita con due caratteristiche x, v, esprimenti il numero delle coniche della se- 
rie che passano per un punto o toccano una retta; così un sistema di coniche sog- 
gelte a tre condizioni potra essere rappresentato per mezzo di tre numeri A, g, il 
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cui significato sia: 
N (2p, SAP ea", N (1p, Ir, 3Z) =p, N (2r, 32) =v, 
ove 3Z ¢ il simbolo delle tre condizioni. 


In virtù della formola trovata sopra pel numero delle coniche che sodisfanno : 


cinque condizioni date, avremo 
A=A-+2B+ 40+ 4D, 
u = 2A + 4B + 4C + 2D, 
v= AA + 4B +20 +D, 
ove si è posto per brevità: 
A aa B = 32,483 » ÉTAT A DE PES 


essendo (x,,6,), («,, GB), (#3, 63) 1 parametri dei moduli delle tre condizioni Z. 
Sia poi W il simbolo di una condizione doppia (doppio contatto, contatto tri- 
punto, ecc.), e pongasi: 


(2p, W) = (x, y), (1p, Ir, W) = (y, 2), (2r, W) = (2, u). 


Introducendo successivamente in questa serie le condizioni Z,, Z,, Z3 col suesposto 
metodo del sig. CnasLes, si trova subito 


N (3Z, W) = xA + yB + xC + uD. 
Pongasi 
ZA + yB + 2C + uD — où + bu +0, 

ossia : 

a+ 2b+4c=2, 

2a+4b+4c=y, 

Ja + 4b + 2c — 3, 

ka + 2 +c—u; 
ne segue fra x, y,2,u la relazione 


2x — 3y + 32 — 2u=0, 
e per a,b,c i valori: 


4a == 2Uu — 2, 4c— 2x —-yY, 


8b = Ty — 6x — 22 = 12 — bu — 2y. 
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Ne’ casi speciali, data la condizione W, si cercherà di determinare i numeri 
L,Y, 2, U, coi quali si formeranno i valori di a, d, c, e quindi si otterrà il numero 


N (3Z, W) = ad + by + cv 


delle coniche che sodisfanno ad una condizione doppia ed a tre semplici. 

Così si possono calcolare le caratteristiche À, ,v per un sistema di coniche 
(Z, W) sodisfacenti ad una condizione doppia e ad una semplice; indi collo stesso 
metodo si potrà introdurre una nuova condizione doppia W', e si otterranno le due 
caratteristiche della serie (W, W'), od anche il numero (Z, W, W') delle coniche 
soggette a due condizioni doppie e ad una semplice. 

Esempi. 1° La condizione doppia W consista nel dovere le coniche toccare in 
un punto dato una retta data. In questo caso si ha evidentemente 


quindi 


e per conseguenza 
N(3Z,W)=1t4, 

CIO : 

Il numero delle coniche di un sistema (À, p, v) che toccano una retta data in 
un punto dato è 3 x. 

2° La condizione doppia W consista in due contatti ordinari con due curve 
V, V' i cui ordini siano m, m’ e le classi n°, n. In virtù di una nota trasforma- 
zione (*), il numero & delle coniche passanti per tre punti e tangenti alle due cur- 


ve V, V' è eguale a quello delle tangenti comuni a due curve di classi 


2m +n, 9m + n'; 
dunque 
x == (2m + n) (2m + n'). 


Il numero delle coniche infiniment aplaties nella serie (2p, V, V') è (**) 


2x — y = Amm', 
quindi 
y = Amm + 4 (mn! + mn) + 2nn'. 





(*) BELTRAMI, Intorno alle coniche di nove punti (Mem. dell’ Accad. di Bologna, serie 2°, tom. 2°, 
pag. 390; 1863). 
(**) Giornale di Matematiche, t. 2°, Napoli 1864, pag. 18. 
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I numeri 2, w sono correlativi di y, x, dunque: 
z= Ann + 4(mn' + m'n) + 2mm', 


u= (2n + m) (2n' + m’). 
Ne segue : 
a — M, b = mn + mn, c— mm', 
epperò : 
Il numero delle coniche del sistema (2; p, v) che toccano due curve date d’or- 
dint m,m' e di classi n, n' è 


Ann! + p. (mn + mn) + vmm'. 


3° Il simbolo W ora esprima la condizione di un doppio contatto con una 
curva W d'ordine m, di classe n, dotata di d punti doppi, ¢ tangenti doppie, r re- 
gressi ed 2 flessi. In virtt della citata trasformazione, il numero x delle coniche 
passanti per tre punti e doppiamente tangenti a W è eguale al numero delle tan- 
genti doppie di una curva d'ordine 2m, avente r regressi, e d punti doppi oltre a 
tre punti (m)?", cioè d + 2m(m — 1) punti doppi. La classe di ‘questa curva è 
2m+n, quindi il numero delle sue tangenti doppie sarà dato dalla equazione 


2x — 2d + 3m (m — 1) + n(im+n—)). 
Il numero delle coniche infiniment aplaties nella serie (2p, W) è evidentemente 


22 — y = 2m (m — 1), 
quindi 
y = 2d-+- m (m — 1) + n(4m+ n— 9). 
E correlativamente : 
z= 2t + n(n — 1) +m (4n+m — 9), 


Qu = 2t-+ 3n(n — 1) +m (An + m — 9). 
Formando poi i valori di a,b, c: : 
a=in(n—1), c= im (m—1), 
8b = 8mn — (m°+ n?) —7 (m+ n) + 2 (d+t), 
ossia per le formole di Prücker: 


8b = Smn — 9 (m+ n) — 3 (r +2), 
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si concluderà : 

Il numero delle coniche del sistema (%, x, v) che hanno doppio contatto con 
una curva d’ordine m e di classe n, dotata di r cuspidi e di i flessi, è 


In (n —1) 24+ + 8mn — 9(m+n) —3 (r +iiu+zmi(m— 1)». 


4° La condizione doppia consista in un contatto tripunto colla curva W. Il 
numero x sarà in questo caso eguale al numero delle tangenti stazionarie della curva 
(accennata nell’esempio precedente) d’ordine 2m e di classe 2m + n con r cuspidi. 


Dunque 
2 — dn r. 


La serie (2p, W) non contiene, in questo caso, coniche consistenti in un pajo 
di punti, epperd 
2æ —y= 0, 
donde 
y=2(3n+r); 
e correlativamente: 
z — 2 (3m +i), 


u — 3m + 1. 
Di qui si deducono per a, b, ci valori: 
a— 0, b— £ (8m +12) —1(3n+r), C=); 


e per conseguenza: 

Il numero delle coniche del sistema (1, x, ») che hanno un contatto tripunto 
con una data curva d’ordine m con à flessi (ovvero di classe n con r cuspidi) è 
1 (3m + 7) » ovvero 1 (3n +r) u... (*). 


Bologna, novembre 1864. 
L. Cremona. 


(*) Comptes rendus, 7 novembre 1864, p. 776. 
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FORMOLE RELATIVE AD UN PENTAGONO 
ISCRITTO AL CIRCOLO. 


1° Nel n°. 1°. di questo tomo raccolsi aleune formole per il quadrilatero iscritto 

al circolo : le grandezze geometriche alle quali si riferiscono tali formole, sono i 

quattro lati del quadrilatero, il raggio del circolo circoscritto le diagonali, e la su- 

perficie: veniamo ora brevemente ad indicare qualche formola somigliante pel pen- 
tagono. 

2° Sia adunque il pentagono iscritto al circolo di lati 

consecutivi a, b, c, d, e, si conducano da uno qualunque 


B b 
gna 
C 
è - degli angoli A le diagonali AD=h, AC — k. Ora la 
A “AC =k sara pure diagonale del quadrilatero a, 6, c, h, 
en, 


come la h, sara la diagonale del quadrilatero k, e, d, c, 


= D quindi per le formole riportate nel precedente citato ar- 
d ticolo, avremo per i quadrati di una qualunque delle due 
E diagonali di un quadrilatero iscritto la circolo 
pa (ah + bc) (ac + bh) n° (ke + dc) (kd + ce) 
coi — = > == 





ab + ch ke + ed 


eliminazione i i k ci farà cere l'equazione dall: e di pende- 
L’el azione 0 di h, o di k farà conoscere | equazione dalla quale di pend 
ranno i valori delle diagonali in funzione dei lati del pentagono. Così ordinando la 
prima equazione rispetto ad h, si ha 


abh? + (a°c+ be — ck’) h + abc?— abk°= 0 


sostituendoci in essa il solo valore di h’, avremo dopo alcune moltiplicazioni, e ri- 


duzioni 


ab (2edc + (c’-+ d?+ e°)k — k3) = (ke + ed) (£— a°— b’)h 
Klevandosi in fine al quadrato, e sostituendoci nuovamente il valore di h?, si ottiene 
a°b° (2ede + (+ d°+ e?) k + kh)" 


= (k°-— a°— D”) (ke + ed) (ke + de) (dk + ce) 
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Quest’ equazione è di settimo grado rapporto a k e non sembra possibile un abbas- 
samento di grado e dalla sua risoluzione dipende il valore della diagonale k in fun- 
zione dei cinque lati del pentagono iscritto al circolo. 

3° La precedente equazione si semplifica notabilmente pel pentagono regolare, 
di fatti per a=d=c=d=:esi ha primitivamente per la decomposizione in 
fattori 

a‘ (2a — k) (a + k)i= (k?— 2a’)? a? (a + k)? 
ossia 
a (2a — k) (a + k) = (k’— 2a?) 


Sviluppando tali potenze e prodotti si trova in fine l’equazione di secondo grado 
k— ak = a? 


e che porge il valore della diagonale di un pentagono regolare in funzione del lato, 
e viceversa: E facile di verificare in altri modi l'equazione fra k, ed a: così se 
nei valori di h’, 4° del n°. 2°. sostituendo a = b=c = d —e si avrà 


k= a (a + h) k=— a (a + k) 


le quali sono identiche per h =k, d’onde si trae l'equazione k’— ak = a?. Di più 
quando il pentagono è regolare, la diagonale k si può considerare tanto come corda 
corrispondente all’ arco triplo, quanto come corda corrispondente all’ arco doppio , 
avremo perciò le due equazioni simultanee 


rk = 3ar— a}, rk = a V4r— a? 
delle quali due si ha 
(3a — k)r:= a}, (4a’— k°)r°= af 


moltiplicate fra di loro verrà 
ha — k'= (3a — k) a 


ed infine l’equazione ridotta fra a, e k: se si fosse eliminato il lato a invece del 
raggio r si otterrebbe I’ equazione fra la diagonale k, ed il raggio r del circolo cir- 
coscritto. 

4° Nel mio precedente articolo sul quadrilatero iscritto determinai il raggio in 
funzione dei quattro lati e si otteneva la formola 


(ab + cd) (ad + bc) (ac + bd) 


riot Lin ee 


— (b+e+d—a)(a+ec+d—b) (a+b+d—c)(a+b+c—d) 
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ove il denominatore rappresenta il quadrato del quadruplo della superficie del qua- 
drilatero: la medesima formola si trova pure dimostrata nella trigonometria del Si- 
gnor Serret, e per un qualche caso particolare si riduce ad equazioni di già note : 
così per a == b = c, il lato d rappresenterà la corda corrispondente all’ arco triplo 
di corda a e si trova : 


3 3 
ner sa (a + d) pe RIA. great. 
? eu r'd = 3ar — a 


Volendola rivestire della forma trigonometrica basterebbe sostituire 
a= 2rsen a, d = 2r sen 3a 
d'onde si ottiene 


sen 3a = 3 sena — 4 sen°x 


come è noto dalla trigonometria. 

Veniamo ad indicare quali siano l’equazioni, dalle quali dipenda il raggio del 
circolo in funzione dei cinquè lati del pentagono. Ora ferme le denominazioni di so- 
pra stabilite si vede che il pentagono si compone del quadrilatero a, b, c, h, e del 
triangolo di lati, h, d, e quindi per il quadrilatero iscritto avremo dallo sviluppo 
l'equazione 


r° (2a°b?+ 2a?c° + 2a°h°+ 2b’ + 20°h°+- 2c°h°+ 8 abch — a4— b8— ci— hi) 
= (ab + ch) (ah + cb) (ac + bh) 
quale ordinata rispetto ad h dara 
r?h'+- abch’+ (a?c° + a°b?-+ 6c? — 2a°r°— 2b°r° — 2c?r?) h° 
+ abe (+ b? + gti 8r°) h 
+ a°b°c° — 2r’a?b? — 2r°b°c — 2r°a°c°+ (a+ b4+ ch) r°— 
e che si potrà porre sotto la forma 
Ah‘+ Bh’+ Ch°+ Dh + E = 0 
Nella stessa guisa pel triangolo di lati, h, e, d avremo la formola cognita 
(2e*d°+ 2e°h° + 2d°h° — e!— d’— ht) r?= edh 
ed ordinata rispetto ad h, porge 
r*hi- (ed? — 2er" — 2d°r°) h°— 2ed'r° + (et— d+) r°= 0 
Tom. VI. N. 4. 25 
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e che si potra rappresentare con 


A h'+ C,h?+ E,= 0. 


L'eliminazione di h fra queste due equazioni di quarto grado, ci darà una nuova 
equazione fra i cinque lati del pentagono ed il raggio r del circolo circoscritto, ma 
come ognun vede una tal equazione sarà di forma molto complicata, e tralasciando 
una tal ricerca, veniamo piuttosto ad indicare altre equazioni, che potessero in qual- 
che modo semplificare la via, per giungere alla finale equazione fra i cinque lati, 
ed il raggio. 

5° Osserviamo primieramente che la seconda delle equazioni di quarto grado, è 
derivativa del secondo, risoluta rispetto ad h°, il suo secondo membro sarà un qua- 
drato perfetto, e si avrà 


2hr = d Var + e? e Vir’ — d- 


Quale equazione d’altronde come è noto rappresenta la proprietà del quadrila- 
tero iscritto, fra i quattro lati, e le due diagonali, e quando una di queste si con- 
fonda con il diametro. Se dunque il valore di h si sostituisca nell’ equazione di 
quarto grado completa rapporto ad Ah si otterrà un’ equazione irrazionale , che con- 
tiene i cinque lati del pentagono ed il raggio r. Possiamo ancora profittare di altre 
due equazioni contenenti la diagonale k: così questa diagonale k, da una parte sot- 
tende le corde, c, h, e dall’ altra le corde a, b, avremo dunque similmente 


rk = cV4ar— h°+ hV4r— e? 
ork = a YAr— + b VAr°— a? 


d'onde il valor di r in funzione dei cinque lati dipenderà dall’eliminazione di h 
fra le due equazioni 


ce YAr— h Var e = aVir— D + byAr — a: 
2hr = e Var —d'+ d Var — e? 


Possiamo infine dedurre per qualche caso particolare dei risultati già noti: sia 
a=b=c=d, allora la corda h corrisponde all’ arco triplo, e si avrebbero le 
due equazioni 


rh = 3ar’— a}, Ihr = e VAr— d + d Var —e 
ed eliminando la h, otterremo 


bar’— 2a3= er V4r-—a?+ ar YAr— e 
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In questa formola la corda e corrisponde all’ arco quadruplo, ma in essa introdu- 
cendoci gli elementi trigonometrici coinciderà con |’ equazione esprimente il seno 
dell’ arco triplo per il seno dell’ arco semplice: infatti se pongasi a = Ar sen « si 
dovrà porre e = 2r sen (180°— 4a), e divisa per 4r°, si troverà 


3sena — 4 sen’ = sen 4x cos x + sen a cos (180°— 4a) 


e che si riduce ad 
3 sen a — 4 senta — sen 3a 


Roma 20 Agosto 1864. 


Barnaba TortoLini. 
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SULL’ ELLISSE DELLA PIU PICCOLA SUPERFICIE CIRCOSCRITTA 
AD UN TRIANGOLO DATO. 


1° Nel Catalogo delle dissertazioni Matematiche inedite lasciate da Eulero si 
trova alla pagina 841 del 2° volume Institutiones Calculi differentialis. Ticini 1787 
l’enunciato della seguente questione « Solutio problematis maxime curiosi, quo in- 
ter omnes ellipses quae circa datum triangulum circumscribi possunt ea quaeritur 
cujus area sit omnium minima: » pubblicate in appresso negli atti dell’Accademia 
di Pietroburgo le menzionate dissertazioni di Eulero, si conosce pure la soluzione 
data dal medesimo del citato problema : la quale sarà forse somigliante a quanto 
siamo per esporre. . 

2° Questo problema ammette una facile risoluzione analitica, qualora si faccia 
uso di una conveniente scelta di assi coordinati. A quest’oggetto siano 0', 0", 0" 
i tre punti per i quali deve passare l’ellisse, e si ponga in O' l’origine delle coor- 
dinate e nella direzione di uno dei lati 0'0"= 2p del triangolo si prenda |’ asse 
delle ascisse, e nel lato O'O"— 2q si prenda l’asse delle ordinate; è evidente che 
l’ equazione della curva riferita a questi due assi obliqui sarà della forma 


Ax°+ By°+ 2Cay — 2 (Apa -+ Bqy) = 0 


e per la successiva sostituzione di y= 0, x = 0 si ottiene per i punti d’ inter- 
sezione € = 2p, y == 2q. Ciò posto come è noto i quadrati dei semiassi principali 
a, b sono dati dalle radici dell’ equazione 

2 


ré— (A +B — 2C cos ert sent = 


ove e rappresenta l’angolo degli assi e se si chiamino a, ß le coordinate del centro 
dell’ ellisse, si avrà 


U= AB—C, S= Apx+ Bgß 
quindi l’area ellittica S, sara 


rS.sene 7S.sene 


9, = RES Eee gp 
VU VAB-C 
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la quale deve essere un minimo per le condizioni del problema. Di più se nell’ e- 
quazione della ellisse si ponga x + «, y + 6 in luogo di æ, ed y e si annullino 
i coefficienti delle prime potenze di x, y si otterranno le coordinate «, 6 del cen- 
tro, e si avrà 
gi B (pA — qC) s BZ A (gB — pC) 
AB — GC? AB — C° 


donde si trae 





den AB (Ap°+ Bq'— 2Cpq) _M 
UTI AB — C? hl 
ove per brevità si pone 
M = AB (Ap°+ Bg’— 2Cpq) , 

in fine 
S mMsene  rMsene 
= GF ABO 

3° La superficie S, è funzione dei due parametri A, B, e perciò dalle condi- 
zioni del minimo si dovranno verificare l’equazioni 








d. Tr d. a 
Ar 2 dpr» i 
od anche 
Pine a 0 


Cosi eseguendo la derivazione della prima ed osservando che 


dM ei ate 
an = B (Ap°+ Bg'— 2Cpq) + ABp°, 7, =B 


si avrà per la sostituzione del valore di M, 
2 (AB — C?) (2Ap°+ Bg°— 2Cpq) — 3AB (Ap’+ Bq’— 2Cpq) = 0 


Eseguendo poi una somigliante derivazione rapporto a B si otterrebbe un’altra equa- 
zione simmetrica 


2 (AB — C°) (2Bg°+ Ap’— 2Cpq) — 3AB (Ap°+ Bq?— 2Cpq) = 0 


La coesistenza di queste due espressioni ci conduce alla relazione Ap’= Bg? per 
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cui ordinando la prima rapporto a p, e q, otteniamo 
(A2B — 4AC?) p— (AB°+ 2BC°) g°+ (2ABC + 4C°) pq = 0 


ed eliminando la A, con il valore Ap°== Bg’ si otterrà l’equazione di secondo grado 





Pap) 
pr 202 p gi =e = 0 
q q 
Le radici sono 
p — i : B _ Cp 
q q 


ma il primo valore solamente soddisfa al problema, mentre, nell’ellisse U— ABC — C’>>0: 
per la simmetria adunque, i valori di A, B saranno respettivamente 


ne le Ber ed, RM 
p q 


Determinati i coefficienti A, B, si conosceranno le coordinate «, ß del centro del- 
l’ ellisse, e si trova 


il che indica che il centro della minima ellisse coincide con il centro di gravità del 
triangolo iscritto; di qui si deduce 


S = Apa + Bp = "CI 
ed infine per la minima area ellittica 


y Sr pq sen € 


3/3 





come per l'equazione della curva si ha 
222 2,2 
qv py + party — 2pq (gx + py) = 0 
Di più Varea A, del triangolo iseritto, ed il raggio del circolo circoscritto saranno. 


.2q. 
A,= =P to, Et, V(p + q’— 2pq cos €) 


sen €": 








La risoluzione di questo problema mi fi indicata un tempo dal sig. Prof. Chelini. 
4° Eseguiamo ora qualche ulteriore sviluppo: se si chiami 9 I’ angolo d’incli- 
nazione di una retta tangente ad un punto qualunque di questa ellisse, si avrà come 
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è noto 





seng dy 29’ + pqy — 2pq° 
sen(e—9) dx  2p°q — pqx — 2py 

Consideriamo i punti O', 0", 0" per i quali passa il triangolo, avremo per il 

punto O,x — 0, y— 0 

seng q 


sen (e — +) p 








Per il punto 0", y — 0, 2=2p, e si trova 


sen o 2pg 


—,—— = —-— il che farà essere e=o 
sen (e — ¢) 0 





Finalmente per il punto 0", x= 0, y -—2q, e quindi 


sen © 0 





TE ME e108 ou) 

Questi valori ci fanno conoscere che le rette tangenti ai tre punti 0', 0", 0" sono 
respettivamente parallele ai lati opposti del triangolo. Il Sig. Liouville in un breve 
articolo pubblicato fin dal 1842 nel suo giornale di Matematica, dimostra con una 
considerazione geometrica semplicissima il parallelismo delle tre tangenti, ai tre lati 
del triangolo, dalla qual proprietà si deduce tosto, che il centro dell’ellisse coincide 
con il centro di gravità del triangolo. Sostituiamo nell’ equazione della curva 
2p= 3a, 29 = 30, si avrà 


Fa + ay + abxy — 328 (be + ay) = 0 


e di più trasportiamo l’origine al centro dell’ellisse col sostituire © + 4, y + in- 
vece di x, y otterremo per la nuova equazione 


Bort ay? + eBay = 30°76? 
la quale potra scriversi anche sotto la forma 
er) + a°(y°— 6) + of (ay — af) = 0 


In tutte le riportate equazioni i coefficienti come ognun vede dipendono da due sole 
quantità p, g, 0 dalle due «, 6. In un’ Opera del Sig. Berard stampata in Torino 
fin dal 1813 sotto il titolo Applications du Calcul differentiel si trova risoluto con 
l’analisi il medesimo problema, ed altri somiglianti. Cosi per il minimo volume el- 
lissoidico circoscritto ad una piramide triangolare si dimostra dal Sig. Berard , che 
il centro dell’ ellissoide coincide con il centro di gravità del tetraedro , ‘e come fa 
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osservare il Sig. Liouville nel suo citato articolo, i piani tangenti la superficie nei 
respettivi quattro punti sono paralleli alle faccie opposte della piramide. 

5° Termineremo questo breve articolo col cercare l'equazione di una linea del 
secondo ordine dotata di centro scelto come origine delle coordinate, ed obbligata a 
passare per tre punti dati. L'equazione generale sarà della forma 


Ax’—+ By°+ 2Cay = K 


Poi 
in qualunque sistema di assi rettilinei. Passando la linea per tre punti (&',y') (2°,y") (a'",y'") 
si verificheranno le tre equazioni 


Ax°+ By?+ 2Ca'y'=K, Ax'+ By’ 2Ca'y"=K, Ax"+ By? + 2Ce"y"— K- 


dalle quali per mezzo dell’ eliminazione si otterranno i valori dei tre coefficienti 
A, B, 2C divisi respettivamente per K, e ponendo per brevità 


INI 


2, = a y'a", Qa vy" — ye", 2a; ya — ay" 
ed avremo 
ayy" yl a oy y+ a ayy o 


ST AN PD Pa HT 1112, 1 IT 


K aa?y"y" + ax yy + ax" yy 








B a a a, + re 30! 


TNT q I 


Ko a ayy" + a aly + 25 ayy 





20 = — [an (aly! y'a") y'x") to da (y et d'y") + az (ey + ya + yaæ")] 


K a Ty + & YU + any 


Sostituiti i valori di questi coefficienti, si avrà I’ equazione della curva obbligata a 
passare per i tre dati punti; di più come dall’ equazione riportata al n° 2° si cono- 
sceranno gli assi principali e quindi nel caso dell’ellisse il valor della area: aggiun- 
giamo infine che le tre quantità denotate per &,, %,, «; esprimono nel caso degli assi 
ortogonali le aree dei triangoli che si formano col condurre dall’ origine delle coordi- 





nate tre rette ai tre punti pe’ quali passa la curva. 


Roma 15 Febbrajo 1865. 
BarnaBa TORTOLINI. 











PUBBLICAZIONE RECENTE DEL SIG. CHASLES 


> 
Traité des sections coniques faisant suite au Traité de géométrie supérieure 1. vol. 
première partie — Paris 1865. 
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TTT 








DE 


CURVATURA SUPERFICIERUM 


QUAESTIONES 


AUCTORE 


FERDINANDO MINDING (’) 


Constat theoriam curvaturae superficierum non modo per se elegantissimam esse, 
sed etiam fecundissimam, quippe quae ad plura insignia incrementa, quibus nostr: 
aelate geometria sublimior aucta est, aditum aperuerit. Hoc enim e fonte Mongii in- 
ventum celeberrimum linearum curvaturae maximae vel minimae directionem indi— 
cantium demanavit, quod genus curvarum postea ad integrationem aequationis no- 
tissimae, qua in superficie secundi gradus linearum brevissimarum cursus definitur, 
Jacobi ingenio viam monsiravit, nec non, quae est res gravissima, novam coordina- 
tarum speciem suppeditavit, efficacissimis artis analyticae promovendae instrumentis 
adnumerandam. Eodem fundamento innilitur doctrina nova flexionis superficierum , 
quam antea plane ignotam Gaussius in celeberrimis disquisitionibus circa superficies 
curvas in Iucem protulit. Nam casus particularis superficierum in planum explicabi- 
lium, quamquam diu notus, tamen adeo sterilis manserat, ut ne ansam quidem quae- 
stionis generalioris attingendae alicui praebuisse videatur, donee disquisitiones lau- 
datae veram ejus naturam patefacerent. 

Igitur quum diem semisaecularem illustrissimi astronomi quondum Dorpatensis , 
nune Petropolitani sollenni aliqua scriptione auspicandi munus a Senatu nostro aca- 
demico mihi demandatum esset, nolui quidem meam qualemcunque operam recusare, 
sed circumspiciens materiem, quae et hac sollenni occasione non esset indigna et 
quam per angustum quod concessum erat temporis spatium satis ad publicam lucem 
sustinendam maturare valerem, substiti tandem in eligendis quibusdam propositioni- 
bus theoriam curvaturae superficierum spectantibus, quas velut spicilegium in agro, 


(*) Questa Memoria fu stampata in Dorpat nel 1863 in occasione di una ricorrenza scientifica della 
quale eccone il titolo: « Guilielmi Struvii diem semisaecularem XVIII m. Octobris celebrandum in- 
dicit Universitas Caesarea Dorpatensis. » Inviataci gentilmente una tal Memoria dal Ch. Autore si è 
creduto utile di riprodurla nei nostri Annali. 11 Sig. Struve mancò poi ai vivi nel 23 Novembre 1864. — B, T. 
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messe jam congesta, antehac conquisiveram. Quippe moverat animum meum cogita- 
lio: dictam doctrinam, etsi jam dudum egregie elaboratam, tamen ideo fortasse non- 
dum penitus exhaustam esse, quia geometrae fere omnes, qui hanc rem attigerunt, 
ad contrahendos ealeulos compendiis quibusdam atque artificiis usi sint, quae licet 
ratiociniis singularem brevitatem et simplicitatem conciliarent , tamen ad formulas 
analyticas generalissimas perducere non poterant. Solus auctor disquisitionum jam, su- 
pra laudataram valorem mensurae curvaturae in forma generalissima exhibuit, reli- 
qua tamquam ab instituto suo aliena non attigit. Igitur non supervacaneum duxi , 
theoriam curvaturae superficierum denuo ita repetere, ut demonstrationum non sim- 
plieitatem, sed formularum generalitatem spectarem omissis omnibus calculi compen- 
diis, quac vel e forma particulari aequationis ‘superficiei, vel e delectu axium pe- 
tuntur. Quo conatu quae pauca in lucem protrahere mihi contigit, aliquid tamen ad 
rem uberius explicandam conferre ideoque geometrarum judicio submitti posse mihi 
visa sunt. 

Proficiscamur ab aequationibus 


u=x+ qa 
v= y + qb 
W = 2 + QC; 


in quibus xyz repraesentant coordinatas orthogonales puncti arbitrarii in superficie 
siti, g longitudinem lineae normalis a dieto puncto, quod per signum (xy) com- 
mode denotatur, ad aliud punetum (wv w) in ipsa normali situm productae, denique 
abc cosinus angulorum, inter directiones reclae g et axium (positivarum xy dein- 
ceps comprehensorum. Quibus aequationibus ita differentiatis, ut argumenta wv w 
tamquam invariabilia considerentur, obtinemus: 


0 = dx + qda + adq 
0 = dy + qdb + bdq 
0 = dz-+ qdc + cdq; 


quibus cum accedant relationes 
a+ b°+ c°= 1 


ada + bdy + cda = 0, 
statim colligitur esse: dg = 0, nec non: 


dx: dy: ds = da: db: de, 
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qua proportione, specie quidem dupliei re vera unica constat directiones maximae et 
minimae curvaturae determinari, quas directiones principales in sequentibus nuncu- 
pare placet. | 

Consideremus praeeunte auctore disquisitionum sphaeram radio 1 circa initium 
axium descriptam, ponamusque cuilibet superficiei puncto (x yz) respondere in sphaera 
punetum, cujus coordinatae in eodem systemate axium xyz sint deinceps abc, ita 
ul punctum (xyz) alteri puneto (abc), quod brevitatis causa interdum prioris ima- 
pinem sphaericam appellabimus per normales parallelas respondeat. Igitur lineolae 
ds = V dx? + dy?+- dz° inter duo puncta superficiei infinite parum distantia imago 
erit do = ÿda? + db?+- de’. 

His positis e proportione supra stabilita protinus intelligitur, si ds sit elementum 
lineare in directione principali situm, ejus imaginem do ipsi elemento ds parallelam 
esse; quae est proprielas curvarum directiones principales indicantium et notissima 
el geometrice intuenti statim obvia. Praeterea curvatura maxima vel minima super- 


ae tie 1 
ficis eri -— = + —. 
ds q 
Concipiamus aequationem superficiei datam esse in forma (x, y,2) = 0, pona- 
re. dy de de 
musque brevitatis gralia a + + 4 = N; tune abc his formulis exprimentur: 
: i di di 
Ade hl do a dg 
DONC ENT N 


Igitur aequationi a° + b* + c? = 1 valores quicunque arbitrarii argumentorum 
xy satisfaciunt, nulla relationis @ = 0 inter ea intercedentis ratione habita; unde 
concluditur etiam ejus differentialia partialia identice evanescere. Qua de causa sta- 
tuendo 

da == ada + Bdy + ydz 


db = «da + Pdy + ydz 


de = a'de+ £"dy+ y''dz, 
habemus 
aa + ba! + ca! — 0 


0 
0. 


aß + b6' + cp" 
0) + by' + cy" 


| 


| 


Supra inventae erant ad directiones principales delerminandas aequationes: 


de + qda=0, dy+qdb=0, d:+qde=0, 
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sive statuendo = wk, dx 2 da, key edb. hdi de 


unde valoribus differentialium da,... substitutis obtinemus : 
(a — k) dx + Edy + ydz = 0 
a dx + (3' — k) dy + ydz =0 


«da + B'dy + (y"— k) dz = 0 
quibus accedit : 
ada + bdy + cda = 0. 


Quarum aequationum partes a sinistra posilae si per factores abck deinceps 
multiplicantur, summam = 0 praebent, ideoque tribus tantum conditionibus aequiva- 
lent. Unde omissa ultima e tribus prioribus statim nanciscimur aequationem tertii 
quidem gradus determinando k inservientem, puta hane : 


(a—k) { (8' —k) (y"—k) —Bly rat B"y—B (yk) rat By’ —7 (8'—k) }=0, 
quae tamen, cum sit: 
a ( Spy) se al (8"y — By") Like a! (By LA Bly) 2, 0 ; 


radicem k = 0 offert, quam facile perspicitur progressum in ipsa normali indicare, 
quia in praesenti combinatione quarta aequatio, factore k = 0 multiplicata, omnino 
excidit vimque suam perdidit. 

Igitur rejecta radice k == 0 obtinemus aequationem : 


Lee (a du 6! rn y") k A aß! PL ab =. Bly" — by + yl'a he ya zu 0 ; 


sive ponendo brevitatis gratia: 
a+ +y"= 2P 


aß! BEN aß i By" — By nalts yla LE ya a Q + 
invenimus : 
k?— 2Pk + Q —0, 


cujus radices k, et k, curvaturas principales exhibent, ita ut sit: 


SEE =P, hh =Q, 


quorum valorum priorem P curvaturam mediam, alterum Q mensuram curvaturae 
appellari constat. Quarum formas nunc aceuratius examinare placet. 
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Primum si aequationem superficiei datam supponimus in forma 9 = f (x,y)- 2 = 0, 

cosinus abc a z independentes evadunt; erit igitur y = y = y" — 0 , ideoque 
2P —«-+ Pl, Q = of'— aß, sive 


da db 
NS dx dx 
da db da db 


dr dy ~ dy à 


quae sunt formae valorum P et Q usitatae. 


Contra si resolutionem aequationis = 0 nullam admittimus , formae prodeunt 
multo prolixiores, attamen evolutione perdignae. Nam cum sit: 








1 do 
DERE 
obtinemus: 
2,d9 do 
MI er 1 di AN 
i ES Lae ca N° N° de © N 
Jam statuatur: 
1 de 1 de 1 do 
een Nude ee NG gi” Gt we Node 
1 do 1 do 1 do 
SHR dydz IT N dadi DEN dady’ 


unde prodit: 


i do 

1 dy 

Nagy hide + Gdy + für 
1 de _ 


Sa 


quibus aequationibus per a 
dN 


= (GF + bh reg) de + (ah + bG + cf) dy + (ag + bf + cH) dz - 


Cum autem sit: 


c deinceps multiplicatis et in summam collectis sequitur: 


da — Far + hay + gds— a. ©, 
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obtinemus 
= a = F — a (ak + bh + cg) = (6°+c°)F — abh — acg ; 
D 6 = h —a (ah +bG + cf) = (+ c*) k — abG — acf; 


similiter de ceteris; ita prodeunt novem valores, quos tabula sequens ob oculos sistt: 
a= + (b’+ ©) F — abh — acg 
B = + (b?+ ©?) h — abG—acf 
y= + (b°+ ©) g — abf — acl 


a == — abF + (a?+ c°) h — beg 
B = — abh + (a°+ cc) G—bcf 
y= — abg + (a*+ c°) f— beH 
a — — acF — bch + (a°+ b’) g 
6" = — ach — bcG + (a' + b°) f 


y'= — acg — bef + (a?+ 67) H. 
Hine statim dirivatur: 
a+ pt y'= (b?+ c°) F + (a°+ c?) G + (a°+ b?) H — 2be f — 2acg — 2abh; 


qui valor cum sit = 2P, nacti sumus expressionem generalem curvaturae mediae 
hanc: 


Ps i(bh+c)F+ i (a+ c)G + 3 (a’+ 5’) H— def —acg — abh. 
Praeterea facili calculo colligimus: 

a! — a8 = (FG — h°) c°+ (gh — fF) be + (fh — gG) ac 
7 — b'y' = (GH— À) a’ + (fh — gG) ac + (fg — hH) ab 
y'a— ya'= (HF — 9°) b?+ (fg — RH) ab + (gh — fF) be; 

quorum terminorum summa cum sit =, obtinemus valorem mensurae curvaturae 

Q = (GH — f°)a?+ (HF — 9?) b+ (FG — h°) c° 
+ 2(gh— fF) be + 2 (hf — gG) ca + 2 (fg — hH) ab, 


eundem quem disquisitionum saepius laudatarum articulus nonus exhibet. 
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Si brevitatis causa statuitur: 


Mis (GH — f°) a + (fy — RH) b + (fh — gG) c= 1, 


= (fg — hH) « + (HF — g°)h + (gh — fF)c =I, 


OS 
da =|S À 


= fh — 9G) a + (gh — fF) b+ (FG— h°)c= I, 


D} 


manifesto erit: 
Q = La + I,b + Le. 


Praeterea notamus relationes sequentes, quarum tres jam supra exhibilae sunt , 
reliquae simili calculo comprobantur : 


By" — B'y alta a) — ay == Ia al 6" ra i = 1.0 


B'y— By = 1,6 ay" — aly = Lb a’ — of" = lb 


! 


By — py = ke aly — ay = Lc. a — aß = He. 


His praemissis jam aequationem k?— 2Pk + Q = 0 accuratius examinemus ei- 
que radices reales semper competere demonstremus. Nam etsi haec proposilio ratio- 
cinio simplicissimo stabiliri solet, tamen quomodo ex aequatione generalissima elicienda 
sit quaerere minime otiosum est. Manifesto quaestio in hane redit, num differentia 
P’— Q unquam negativum valorem adsciscere possit. Ponamus igitur: 


p?— () = O; 
praeterea brevitatis causa: 
be f + acg + abh= n 

ab fg + begh + cahf = 1 

ge bg? + he mn” 
unde fit: 

=! (b+ c°)F+ (+ à) G + (+ d?)H—n + m— 21 
— a GH — b°HF — c?FG + 2bc fF + 2cagG + 2abhH. 
Consideremus formam © quatenus ex argumentis FGH composita est, et quae- 


ramus minimum valorem quem illis FG H ad libitum mutatis, omnibus reliquis in- 
tactis manentibus, Q induere possit. Quem in finem adhibita differentiatione colli- 
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gimus : | 
= = 33 re) E (a7) Gerace Han 
— bPH— c°G+ 2bef, 








b?+ c? | 


qui valor propter relationem (a + ©?) (b?-+ c?) — 2c?= a’b’— c’, et quae his si- 
milia hoc loco occurrunt , in ue simpliciorem redit, quam una cum AG 
ejusdem generis tabula sequens ostendit: 


2 = (b°+ CPE + (a°b°— c°) G + (a°‘— 0°) H + Abe f — 2 b+ c’) n 
„da 272 2 2\2 2,2 2 2 2 
26 — = (ab — à) F + (a+ c°)} G + (bc — a) H + 4acg — 2 (a+ c°) n 

ao = (a°c’— À) F + (b’e’— a?) G + (a’—+ 8°)? H + Aabh — 2 (a+ 0°) n 


Quam tabulam accurate inspicientes manifesto deprehendimus relationem : 


dQ dQ dQ ay, 
dE "dG an. 
Videlicet est : 

(b+ c) + az (hee c) Then CS (a? + pe (pico 1) (b° + ce) Ast 0; 


praeterea summa terminorum extremorum 4 (be f + acg + abh —n) = 0. 
Hi LAT 1 JET LORI dd 
ine apparet aequationes apa bare ian 
minimum Q opus esse videbatur, nequaquam inter se independentes esse, sed dua- 
bus ex iis positis tertiam necessario valere. Igitur ejusmodi valores argumentorum 
FGH, qui Q minimum reddant, determinati non exstant, imo aequatio differentia- 
lis partialis supra proposita docet, & omnino a singulis argumentis F GH non pen- 
dere, sed a solis earum differentiis F — G, H — G, quas ideo in valorem hujus Q 
introduci necesse est. Unde posito 


= 0, quibus ad investigandum 


F=G+0U, H=G+V, 
primo loco obtinemus: 
40 = { (b°+c°)U+ (a+ b°)V + 2G — 2n }? 
— AG | (+ à) U + (a+ b?)V — 2n } 
— 4G°— APUVN + 8bcfU + 8abhV + Am’— 81, 
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quae formula secundum potestates argumenti G evoluta statim in hance abit: 
40 = § (+) U + (a’-+ Bb) V - 2n }°— 45°UV + 8bcfU + 8abhV + 4m°— 81, 


e qua G omnino excidit. 
Igitur ut Q quam minimum fiat, computandi sunt valores 


2 = |W c’)U + (a?+ b*) V — 2n 








ber | — 2b°V + Abe f 


25 = | + c)U + (a°+b?) V— 2n 





Anal a _ 26°U + 4abh , 





qui facile contrahuntur in sequentes: 


dQ 


p 10 = + YU + (a?c°—b*) V + Abef— 2 (b’+ c?) n 
2 = = (avc?— b’) U + (+B)? V + Aabh — 2 (+ b')n ; 


unde eliminato U prodit: 


dor oc — bd 





Gi An GNA bp eee an al) 
2 dV (b° + Gale dU a (a ar b ) (5? + ci | 
ac D ac? — b? 
Ab ah — —— = ul D 
+ dome ef! 2nja+b Berk | 








Aa DEN + Aab (+ c°)°h + Abe b— ac) f— A (b? + d)n 
== EEE ER PER (b°+ Cale 
Scribatur brevitatis gratia | 
| dd a°c°—Ù dQ 


O, pro N (+0) ey È du’ 


O 
O, pro U’ 


deinde in locum termini n substituatur ejus valor 
n= bef + acg + abh; 
quo pacto prodit: 
20,= (b?+ e) U + (a°c?— BP) V +2(1+ a?) bcf — 2a (b?-+ c) (cg + bh), 
__ Aabe (abeV + (b— ja f- (b’+ c°) (bg — ch)) 
(b°+ c?)? 
Tom. VI. N. 5. 27 





20, 
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Ita denique Q hanc in formam redactum est: 


O? O? 
Q = fe ABITA ef te à tes EE Td a 
Gc) 7 2abc Ÿ NUE 
br 


cujus summae terminus extremus R neutrum argumentorum U, V continet. Jam vero 
stalim monstrabitur, terminum R omnino nullum adesse. Quem in finem sufficit, 
argumentis U et V valores quoslibet constantes attribuisse, quorum ope residuum R 
quam facillime computari possit. Ponamus igitur 


2n 

VI="0 5 U Spee 
unde fit 
Su Sa u :__ 9}, 
is EN 

2abc 

Q = ——, 
I 2bcf , 0, b+ Cc? ’ 


siquidem compendii causa oe statuimus : 


) af — (b’-+ c°) (bg — ch) 





be: =) 
Unde evenit: 
Abc fn Abc f° - 
MILE ENO ps eat co 
ee: + m 91 OL cp S 
sive iti = SOI n pa + m'— 21 — $?, 
boc PH € 
Jam adscitis valoribus 
be a’be 
— pe aleg + bh) — Fa oe 
m? — 21 = a? f— 2 (bg + ch) af + (bg — ch)? 
obtinemus 
__ Habe f (cg nz + bh) _ 4a'b°c° na " 
(Pears 2 pe è) 
+ ep er LE fer ch) af — (bg — ch), 


ubi pro S° ejus valorem restituimus. 
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Qua e formula singulos terminos factore a? f° affectos in summam colligendo in- 
venimus : | 
(b° —c*)?-+-4b°c? 1 (b° + c2) 


1 — ——— = — > = 0; 


(b?+ ¢’)? (+c 


summa terminorum in 2af multiplicatorum fit: 





2be (b° — e?) 
Fre (cg + bh) + baa (bg — ch) — bg — ch 
2be 2c°bg 2b’ch 
GE re er ee 


denique termini a factore f liberi manifesto se mutuo destruunt; est igitur R = 0 
ac denique : 





NET 9; 
BEN" / Babe Ÿ 
(= =) 
sive 
ue | (’+ YU + (a®— 8’) V+ 2 (1 + a) def — 2a (b°+ c°) (cg — my 
CEST TIENNE ARR 





abcV + (b’— c°) af — (b?+ c?) (bg — ch) |" 
D+ c? | 


ubi notandum est, U pro F — G, V pro H — G scriptum esse. 
ki kx : 1 : 
Cum sit 9 — (7 » formula inventa docemur, differentiam inter curvatu- 


ram maximam et minimam non pendere a singulis valoribus F G H, sed a solis dif- 
ferentiis F —G, H— G. 3 

Ex eadem formula petendae sunt conditiones quibus ea puncta superficiei deter- 
minantur, quae umbilicorum nomine designari solent. In quibus cum sit k,— k,— 0 
sive Q = 0, locum habent aequationes sequentes: 


(b2+ c°)? (F —G) + (b’- ac?) (G-H) + 2 (1+ a’) be f— 2 (B+ c°) a (cg + bh) = 
abe (G — H) + (c’— Bb’) af + (b°+ c*) (bg—ch) = 0. 
Vix opus est monere, calculos praecedentes deficere, si in puncto aliquo habe- 


tur b=0, c= 0, ideoque b? + c? = 0. Quo in casu remedium axem x cum % 
* 
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commutandi in promtu est, nisi ad formam primitivam, qua supra Q repraesentavi- 
mus recurrere mavis, quae statim in hujusmodi casu suggerit: 


H — G\° 
DE ( + f?. 
2 
E tabula argumenta « 6 y... exhibente facile colliguntur relationes quaedam, quae 
inter ea et cosinus abc inlercedunt; quas evolvi necesse est. Eliminatis enim dein- 


ceps F GH ex aequationibus quibus « et a, 6 et ß, y et y exprimuntur prodeunt 
relationes : | 





aba + (b’+ c°) «= — beg + c’h 
— (@ + &)B — ab’ = acf — ch 
bey — acy'= beg — acf, 


quibus in summam collectis etiam reliqua argumenta fgh excidunt. Ita prodit se- 
quentium aequationum prima; similiter secunda et tertia : 


aba — (+ c°)B + bey = — (b°+ c?) «+ abf'+ acy’ 
aca' + be! — (a+ 5?) ÿ = aba'— (a°+ c*) B+ bey" 
— (b’+ c?) «+ abb"+ acy"= ace + beß — (a*+ b?) y. 


Attamen ut calculos quantum fieri potest contrahamus, supponamus c non eva- 
nescere, quod licet cum abc omnes simul evanescere non possint, ac statuamus: 


RSI or ria 


unde fit: 
aba — (a+ €) 6 + bey = abl — (a+ c°)B; 


quo pacto relationum praecedentium prima hane formam induit: 
abu — (a°+ c?) B = — (b°+ c°) U'+ abB. 


ay + by'+ cy" 


Praeterea fit: 2P=a+ 6 +y"=A+ B+ 
c 
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sive quia ay + by + cy" = 0, 


2P—= 1 +B; 
similiter obtinetur 


Q = ab — dB + Gly" — Bly’ + ya ya" = UB’ — WB; 





9 Ae 
itaque O=P?—Q= (= = =) — (AB — AB) 
sive 40 — (A — VB) + AUB ; 


quae formula accedente relatione 
+)" = — ab (A — VB) + (a+ c?) B 
in hance redit: 
4 (+ c?)Q = (b°+ c°) (A — B)?— Aad (A — 81) B+ 4 (a°+ cd?) BY’ 
sive 4(b°+ ©) O = | (b°+ ©) (A — D) — 2abB }°+ Ac? B?. 
Ita, si aequatio k?— 2Pk += 0 in ea forma data est, quam primo loco ob- 


tinuimus quomodo illam radicibus realibus gaudere demonstrari possit, ostensum est. 
Directionibus principalibus determinandis inservit aequatio 


(a — k) dx + Pdy + ydz = 0 
combinata cum hac: 
adx + bdy + cdz = 0; 


unde eliminato dz habetur: 
(A —k) dx + Bdy = 0. 
Erit igitur in directione principal 
de : dy: dz: = — cB: c(A—k) : aB — b (A — k) , 


qua in proportione pro k deinceps radices k, et k, aequationis k°— (AU + ®) k 
+ AB — AB = 0 substituendae sunt, ut binae directiones determinentur, quas an- 
gulum rectum comprehendere notissimum est et facillime demonstratur. Jam vero ut 
eandem propositionem e formulis generalibus eliciamus, ostendendum est esse: 


S = cB? c? (A— ky) (A— k,) + aB — BA + k,) (AV — BA + bk,) = 0. 
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Introductis valoribus k, + k, = + %,, kık, = AB’ — NB, fil: 


S = c? (B° +N’) + (aB— FA)? + (b (aB_—-BA) —c?A) (A+B!) + (b? +c?) (AB'—A'B), 
unde facili reductione colligitur : 
S = ((c°+ a’) B+ ab8'— (b’+ c?) a — abu) B, 


sive cum secundum praecedentia summa uncis inclusa evanescat, S == 

Restat ut curvaturam mediam eodem modo, quo disquisitiones saepius laudatae 
mensuram curvalurae, ope argumentorum ex arbitrio electorum p et q generalissime 
repraesentemus. Quem in finem optimum eril, signa in disquisitionibus adhibita ab- 
hinc omnino adoptare, quorum igitur brevem conspectum in tabula sequente offerre 
placet, ne notationes, quibus hucusque usi sumus, cum iis quas adhine adoptabimus 
confundantur. Statuamus igitur duce auctore disquisitionum : 


dx = adp + adq, dy=bdp+bdq, dz — cdp + c'dq 

da = adp + «db, db=(dp+ f'dq, dc = ydp + ydq 

da = adp + a'dg, db'=fdp+ "dq, de'= ydp + y'dq. 

be — ch =A, ca — ac = B, ab — ba' = C, 
Aa +.B8 + Cy=D, Ax+BB+Cy =D', Ac! + BB" + Cy'= D’. 

a+ b+c—=E, ax +db'+c’—F, a+ b2+ c?= G. 
EF — G°= A’+ B° + C’= A. ' 
a =X, 7 N 7 a 
Proficiscamur ab expressione notissima curvaturae mediae, quae superficiei aequa- 
tionem in forma 2 — f(x, y) = 0 dalam supponit, ex qua deducitur: 


Z. 


dz = td: + udy, dt = Tdx + Udy, du = Uda + Vdy : 
quibus positis curvatura media hunc valorem nanciscitur: 
(A+ w) T— QU + (44+ 07) V 


P= — - 
2(1 + + u?) 
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qui, cum ex aequatione Adx + Bdy + Cdz = 0 habeatur: 


statim transformatur in sequentem : 


op (B’+ C?) CT — 2ABCU + (A’+ C2) CV 


A RCE 





Deinde differentialia dt et du evoluta suppeditant (cf. disqu. art. 10): 
CT = Db? — 2Dbb' + D'b° 
CU = Da'd' + D'(ab'+ ab) — D'ab 
CV = Da’— 2D'aa' + D'a?. 


In expressione proposita curvaturae mediae duas partes distinguere juvat, qua— 
rum prior terminos C°T + CV, altera reliquos terminos amplectatur, ita ut sit: 


oP. A? — CT + CV dl 


siquidem B°C*T — 2ABC3U + A?C*V brevitatis gratia litera S denotamus. Manife- 
sto summa S introductis valoribus terminorum C*T,.. supra exhibitis, per C? divi- 
sibilis esse debet; quod levi calculo confirmatur. Fit enim: 


= D(B°8°+ 2ABa’b’+ Aa) + D' (B°5°+ 2ABab + Afa?) 
— 2D' (B’bb’ + AB (ab'+ ab) + A°aa') 
— D(Aa'+ Bb D" (Aa + Bb)?— 2D' (Aa + Bb) (Aa'-+ BB). 
Unde colligitur, cum sit Aa + Bb + Ce = 0, Aa'+ Bb'+ Cc'= 0, 
S == (De’— 2D'ec'+ D''c’) C?. 
Insuper cum habemus 
CIT + CU =D (a?+ 5%) — 2L' (aa! + 5b) + D' (a?-+ 8°), 


S 


addendo ca Dc°— 2Dcc' + D"c? 
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colligimus valorem curvaturae mediae: 


DG--2DF + D'E 
2 A? 


Pos 


Jam vero est 
d’x d’y d’z 
7 Zur in 
d da dy 74 dX dx dY dy dZdz 
= — {X— — Hi tm ia ot tS 
dp\ dp dp ap dp dp dp dp dpdp) 
unde sequitur, quoniam 


xy ge Aa + Bb + Ce 


dp dp dp a) À 


_ pro quibuslibet argumentorum p et q valoribus evanescit 





ati (yp 
VA dp dp’ dp) 
Similem in modum ostenditur esse: 
Le SH 
Va dq dq dq 
nec non: 
1D, - (++ 7) = — (« ‚dX Eni ce). 
VA dg dq dq dp" dp dp 


Jam consideremus imaginem sphaericam elementi 
= VE 3Fdpdy + Cd 


quae erit 





do = VE'dp + 2F'dpdq + G'dq’, 


E = dX La dY oe dZ 2 

ax = \dp dp dp 

#- + dX dX,. dY dl dz dZ 

SF = — e — —m— — — 
dp dq dp dq dp dq 


siquidem statuitur : 
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o) 
= dq d dq 


Praeterea convenit directiones elementorum linearium 


VE.dp, VG.dq, VE'.dp, VG.dq 
sive rectarum ea tangentium per symbola 


t t 


! ! 
2 7 lp. la 


deinceps indicare quorum ope anguli inter binas directiones commode repraesentan- 


tur; ita exempli causa angulum inter directiones elementorum YE.dp et ÿG'. dp 
per (t,t,) denotabimus. His praemissis manifesto habemus: 


pp! , D' Tal ; 
= — VEE * COS (tt) , rari GG * COS (609) 
in) Mer tah — VEG - cos (t Uy) > 
ViA Etat iid 


unde demanat expressio quaesita curvaturae mediae: 


De 
VA 


p —  GVEE: cos (6, 8,) + E VGC". cos (4t,) — 2F VEG". cos (t,t) 


2 (EG— F°) 


4 


in qua propter inventam relationem 
VEG! cos (t,1,) = VE'G cos (t,t',) 
pro termino ultimo numeratoris etiam scribere licet : 
Na I 
— 2F VEG cos (t,t',) 


Inventa formula docet, quomodo curvatura media pendeat ab elemento lineari 
ejusque imagine, nec non a situ, quem illud respectu alterius occupat. Ponamus ele- 
menta YE.dp, vG.dq sequi directiones principales, quo in casu elementa imaginis 
VE’. dp, VG dp prioribus deinceps parallela sunt, ita ut anguli (¢,t',) , (t,8,) valo- 
res o aut 7 obtineant. Praeterea hypothesis nostra suppeditat: F = 0, unde fit: 


p __ + G VEE + EVGG 
2EG i 
Tom. VI. N.5. 28 
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sive 
E! ! 
= rt SL i == 
2P =VE VG 


quo valore manifesto ad formam primitivam curvaturae mediae delati sumus; patet 
enim, si R, et R, radios curvaturae extremos designant, esse 


BE E 1° DE a NEAR 
TE Gassen 


1 1 

ideoque OP cs ete oe 

i RR 

Conditioni VEG' cos (t,t',) = VE'G cos (t,t',) casus praesens ita satisfacit ut ambo 

. . . = E . f I . . 

termini evanescant, cum anguli (t,t,), (tj¢',) recti sint. 

Verumtamen ut formam inventam curvaturae mediae magis illustremus , aliam 
viam ingrediamur. 

Notum est particulam superficiei circa punctum datum (quod littera O designa- 
bimus) sitam repraesentari posse per formulam : 


z=1Ax°+ Bay + 1Gy/+W, 


siquidem continuitas curvaturae ibi non abrumpitur. Qua in suppositione axes x et y, 
a puncto O inchoantes, in plano superficiem in ipso puncto O tangente accipiuntur, 
et quidem axis æ in directione arbitraria, cui axis y perpendiculariter insistit; deni- 
que axis z in normalem puncti O cadit. Signo W reliquam seriei partem, quae al- 
tiores argumentorum x et y potestates complectitur, indicare voluimus, cujus tamen 
in sequentibus nullus usus erit. 

Axibus æ et y adjungamus novas axes rectilineas obliquangulas p et q, in eodem 
plano tangente sitas, quae igitur cum prioribus in hujusmodi relatione erunt: 


Xx = pcose + q cos Ê 
y=psina + qsinf; 


angulus inter axes p et q comprehensus est 6 —« = y. Quas in aequationem su- 
perficiei introducendo obtinemus formam: 


a= 3lp+ lpg + Eli +W, 
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siquidem statuimus: 


A cos @+ 2B cos « sin a + C sin — 1 
A cos a cos 8 + B sin (a + 6) + Csinasin 6 = I 
A cos ®-+ 2B cos B sin B + C sin = I", 
quibus ex aequationibus colligitur: 
u"— 1?= (AC — B)) sin y? 
1 — 2l'cosy+l'= (A + C) siny. 
Erit igitur in puncto O curvatura media 


1—2l'cos y + l' 
P CAS Mit aire 
2 sin y 





mensura curvaturae 
Lt" — 1° 


sin Ÿ 


Qu 
His relationibus accedunt sequentes : 
I sin ®— 2l' sine sin 6 + U sin — A sin ÿ 
l cos B siné—l'sin (x + 6) + l'cosasna= — Bsin y. 
l cos B— 2l' cos Bcos « + l'eos = C sin y. 
Differentiando obtinemus: 
dx = cos «.dp + cos £.dq 
dy = sin «.dp + sin f. dq 
ds = (lp + lg) dp + (Up + l'a) dq 


omissis in valore differentialis dz potestatibus prima altioribus argumentorum p et q, 
quae in sequentibus nullius momenti sunt. Porro fit: 


E=1+ (lp+ lg) 
F = cosy + lp + lp (tp +) 
G=1+ (lp + l'a). 
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Imago puneti (x y z) determinatur coordinatis quae e formulis supra propositis 


facile computantur : 
(lp + l'q) sin a — (lp + lg) sin ß 


x — 
VA 
view (Ip + lg) cos — (Ip + lg) cos « 
| VA 
pb à 
A 


ubi A= EG — F°, ut ante. 
Sed nequaquam hos valores longius evolvi oportet, cum eatenus tantum deside- 


rentur quatenus ad punctum initiale (0) referuntur. In quo cum p et q evanescant, 
habemus: 


E=1, F=cosy, G=1, yA=siny; X=0, Y=0, Z=1. 


dX dX : SER RE 
Restat ut evolvantur valores quos ip Lib in puncto initiali induunt. Qui 


sunt: 
dX  l'sina—lIsin8 dY lcosB—l'cosa dZ 
CI oi “cale —=0; 
dp sin 7 dp sin y dp 
dX l'sina—l'sin8 dY l'cosp— l'cosa dZ 
— = ———_——ecc, _=it ‘—_—_—r——amur_rTrte——t<lg — = 0). 
dq sin y dq sin y dq 
Igitur lineolae 
ds = Vap’— 2 cos y. dp dq + dq? 


in superficie data inter puncta (dp, 0) et (0, dq), a puncto initiali infinite parum 
distantia, descriptae respondebit in sphaera lineola 


de = VE 4 Oy 
ubi E' F' G' his aequationibus definiuntur: 


E— P— 91 l'cos y + l? Pi (+ ll (+ l°) cos y 

œ sin y ‘ AR sin Ÿ 

I° — all" cos y + 1” 
sin Ÿ 





G— 
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Jam consideranda sunt duo triangula, quorum vertices symbolis (0, 0), (dp, 0), 
(0, dq) repraesentantur, siquidem symbolo (p,q) punctum, cujus situs argumentis 
p et q determinatur, denotare placet. Quae triangula cum sint infinite parva, ideo- 
que pro planis habenda, et quidem sita in planis parallelis, quorum alterum super- 
ficiem, alterum sphaeram tangit, nihil obstat quominus imaginem e sphaera in su- 
perficiem transferamus ita ut vertices symbolo (0, 0) definiti ambo coincidant, cete- 
rum autem situs relativus alterius trianguli ad alterum nibil mutetur. 
His praemissis facile intelligitur, vertices trianguli in superficie data inter latera 
dp, dq, ds comprehensi determinari coordinatarum x et y valoribus his tertia z pro 
omnibus evanescente: 


x=0, y—0; a= cos «.dp, y,—sina.dp; 2,=cosß.dg, y,= sint. dg. 
Sed praestat loco differentialium dp, dq simpliciter scribere p, g; ita obtinemus: 
x=0, y=0; a,=pcosa, y,==psina; x,=qcosf, y,=gqsinf. 


Contra vertices imaginis prioris trianguli hisce coordinatarum valoribus determi- 
nantur, ubi similiter p, q pro dp, dq scripsimus : 


l'sin a — I sin 6 Leos 6 — l'eos a 
a 0 = 0: La = oo > — = u. \, 
oa Sis sin y ee sin y 
È l'sina— l'sinf l’cos B — I" cos « 
e MO = ——_— — 
: sin y SL sin y 1 


ita ut punctum (€3Y3) puncto (€,Y,), punctum (x,y) puncto (x,y,), denique pu n- 
ctum iniliale sibi ipsi respondeat. 
Ex aequationibus propositis statim colligitur relatio : 


2,054 Y.Y3= Lily + yy=—l', 


quae est eadem quam in forma generali supra invenimus puta : 


x 


VE'G . cos (t,, t',) = VEG’. cos (¢,, t’,). 


Aequalio inventa subsistit, quaecunque sit axis & in plano tangente directio. Jam 
Vero si axes x et y, quas inter se perpendiculares esse vix necessarium est monere, 
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in directiones principales cadunt, evanescente termino B nova relatio surgit, quam 
exhibet aequatio 


Leos B sin’ — l'sin (a+) + I cos asin «= 0. 
Quae cum ita seribi possil: 
(J sin — l'sina) cos 6 = (l'sin 5 — l'sin à) cos « , 
manifesto redit in hane: 
| BEER: 
aliter vero, puta sie scripla: 
(l cost — l' cos à) sin 6 = (l'cosf — I" cos à) sin « 
praebet: 
daga = Vita; 


quarum aequationum summa non solum priorem eonditionem 


LyX, Y2Y3— LX, + YY, 


restituunt, sed etiam veram ejus originem patefacit. Monstrat enim inter utramque 
figuram respectu directionum principalium ejusmodi relationem intercedere , quam 
geometrae affinitatem appellare solent. [laque punctorum in utraque figura sibi cor- 
respondentium abscissae in prima directione principali sitae constantem rationem 
servant : 

x a ltsina—lIsinf l'sina—l'sinf 


dallo __——__—r____p€em— A 


grano sin y COS « sin y cos ß 
facile enim ex aequationibus supra notatis : 


l sin —— 2l'sin « sin ß +!" sin © 
sin ÿ 





= A 


I sin 6 cos 6 — l' sin (x + 6) + l'sina cosa = 0 
eruitur esse : 
l' sin « — l'sin 6 


SALONS, 


sin y cos ß 


cujus rei necessitas etiam geometrice rem intuenti obvia est. 
Similiter punctorum sibi correspondentium ordinatae in altera directione princi 
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pali sitae constantem ralionem sequuntur, sed a praecedente diversam; est enim 


y3 yy, Lcosb—lcosa [cosh — l'cosa _ C 
i, NT “Sin EIRE oe a 











Igitur acquatio &,æ,+ Y.Y3= 2,2, + Yıy, eondilionem affinitatis inter utramque 
figuram exhibet , quaecunque sit directio axis in plano figurarum communi. Et re 
vera si axibus rectangularibus & et y ad libitum datis, hace conditio Jocum habet, facili 
‘aleulo inveniuntur axes affinitatis wu, v, quae conditioni w,u3+ v,03= U,U,+ VV, 
ita satisfaciant ut simul habeatur w,u;== u,u, et v03= v,v,. Si enim angulus in- 


ler axem datam æ et directionem incognitam w litera à designatur, ita ut sit: 


u=x COS d + ysind, v= — x sind +y così, 


conditiones propositae 
U,U,— Url; » V,U,= V,03 
in has formas abeunt: 


(tt, — 2,03) cos DH (ty, + Lys — L.Y3— £3Y.) cos è sin d 
+ (919, — Yoys) sin d°= 0 
(2,0%, — X,%3) sin 9’— (Ty, + ©,Y,— X.Y: £3Y.) cos d sind 
+ (Y,Y,— Yoy3) cos = 0, 
quae adhibita additione et subtractione in sequentes contrahuntur: 
0,0, — 083 + YiY,— YY3= 0, 
(2,0, — Cal: Yıyyt Y2Y3) COS 20 + (2, Ya + LiYi— X,Y;— XL3y,) sin 29 — 0, 


quarum priori cum valores coordinatarum ex hypothesi satisfaciant, manifesto altera 
directionem quaesitam determinat aequatione 


LK, L,%3— Yi, + Y2Y3 , 


ta 20 = 
s Laz t La Hy Lai 


unde unicum systema axium quaesitarum affinitatis (u, v) adesse colligitur. 

E principio affinitatis inter figuram infinite parvam in superficie data ejusque 
imaginem sphaericam intercedentis demanat etiam propositio: aream imaginis ad aream 
figurae in superficie datae in quovis loco constantem rationem servare, sive a spe- 
cie particulari figurae independentem ; quam ralionem ipsam mensuram curvaturae 
esse patet, 
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E valoribus coordinatarum supra exhibitis statim colligitur esse: 


TY Fu U3Yo dea A LaYX LiYy__ Cs 
a —= A, See ee ee ET 


KL Y2 LoYr XL Yo— LY, 


unde- duplex curvatura media obtinetur 


1 


LiY2— LY, LY ,— LY, 


AN CS OD te i PA Pai ae ee 


Igitur dum mutatione axium & et y, quae quidem ubique rectangulares esse sup- 
ponuntur, singulae sectionum normalium curvaturae A et C mutantur, docet adspe- 
clus formae propositae, curvaturam mediam immutatam manere , quippe cujus sin- 
gulae partes rationes inter areas binorum triangulorum repraesentent, ideoque arbi- 
trario axium delectu affici nequeant. 
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Nicoll, Oxonii, 1821, in-folio, pag. 284, N° CCLXXXVI, 1° 

Les Numéros des feuillets marqués en marge des pages 1 à 20 de la traduction ci-aprés se rapportent à la 
numération écrite au crayon et mentionnée ci-dessus. 


A. nom de Dieu clemént et misericordieux. O Dieu bénis notre seigneur Mo- 
hammed, sa famille et ses compagnons, et repands sur eux ton salut. 

Le pauvre qui a besoin de la miséricorde de son Seigneur, qui confesse 
son insuffisance dans l’accomplissement de ses devoirs et ses péchés, qui espère le 
pardon de Dieu, qui résuscite et qui crée, Ahmed le chäfeite Ibn Almadjdi dit: 

Louange a Dieu qui a réuni (1) les savants dans les habitations (2) de la 
dignité seigneuriale, et qui a fait tomber (3) sur eux, dans la distribution (4) des 
qualités excellents (5), le lot (6) de la bonne fortune; qui a soulevé (7) de leurs 








(1) Cette préface, écrite en prose rimée, est remplie de jeux de mots dans le goût arabe, l’auteur ayant 
eu soin d’employer des mots qui ont en même temps des significations techniques dans l’arithmétique prati- 
que ou dans d’autres parties des sciences mathématiques. Ainsi le mot traduit ici par « réunir » signifie en 
même temps, comme terme technique « additionner ». 

(2) Ce mot signifie en même temps les « places » ou « rangs » de chiffres dans la numération, et en 
astronomie les « mansions » de la lune. 

(3) Le mot traduit ici par « faire tomber » signifie aussi « multiplier ». 


(4) Ce mot signifie en méme temps « division ». 
(5) Le mot traduit par « qualité excellente » siguifie en même temps « excés », et de là (différence » 


(6) Ce mot signifie en même temps « fléche » et « sinus verse », et en outre dans les calculs relatifs 


à des sociétés de commerçants etc. « portions ». | 
(7) Le mot qui signifie « soulever » est souvent aussi employé en arithmétique pratique pour designer 


le « montant » qui « résulte » d’une opération. 


IC 
Tom. VI. N: 5. 29 


1 


Lo. 
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cœurs le rideau (1), et qui les a comblés de bienfaits innombrables (2); qui leur 
a fait connaître les essences des noms (3) et les qualités inhérentes et sépara- 
bles (4), de sorte qu'ils ont découvert les choses inconnues (3), et qu'ils ont ap- 
pris la signification des mots. 

Je loue Dieu parce qu'il a revétu (6) les savants des robes d’honneur de la 
perfection, et les a ornes des colliers (7) de la gloire. Je le remercie de les avoir 
préservés des deux (espèces d’) erreurs (8) dans l’action d’ effacer (9) et. dans 
l'action d’écrire, de sorte que les plateaux (10) de leurs balances (11) ont penché 
en leur faveur. 

Je témoigne qu'il n’y a pas d’autre Dieu que Dieu seul, et qu'il n'a point 
de compagnon, Lui qui est un, unique, simple (12), éternel, inaccessible au nom- 
bre, qui n'a point d’epouse (13) ni de fils. 

Je témoigne que notre seigneur Mohammed est son serviteur et son prophete, 
son élu et son ami, l’imàm des imâms auquel Dieu a inspiré les paroles de la 
sagesse, le possesseur de la noble origine (14) et de la destinée (13) élevée et su- 
blime, de la place (16) qui est l’objet des louanges, et du réservoir (17) du nectar 
céleste célébré par toutes les langues; qui est initié au vaste ensemble et aux 
details (18) de la science, et qui juge avec pénétration de l'excellence des offran- 
des (19), de sorte qu'il confère les grâces, petites et grandes; qui a été transporté 
dans l'apogée de la noblesse aux cercles du plus baut des paradis célestes; dans 
la main duquel les pierres muettes (20) ont loué Dieu, et qui est l'être pur charge 
de la défense de la foi. Puisse Dieu répandre sur lui, sur sa famille et sur ses compa- 
gnons toutes les bénédictions possibles, le salut, la noblesse, l'honneur et la grandeur. 








(1) « Le soulèvement du rideau » est en même temps le titre d’un célèbre traité d’Ibn Albannà sur 
l’arithmétique pratique. 

(2) Textuellement: ce qui n'est pas dans le « calcul ». 

(3) Ces mots contiennent une allusion évidente aux termes techniques qui désignent les quantités irra- 
tionnelles appelées « de deux noms » et « de plusieurs noms ». 

(4) Allusion à la quantité « continue » et « discréte ». 

(5) Allusion à la détermination des valeurs des inconnues en algèbre. 

(6) Le verbe traduit par « revêtir », textuellement » jeter sur », est, sans la préposition «sur », le 
terme technique qui désigne la « soustraction ». 

(7) Ce mot signifie aussi les « nœuds » des nombres, c’est à dire les neuf unités, les neuf dizaines 
(10, 20, 30, etc.), les neuf centaines, et ainsi de suite. 

(8) Allusion au « calcul des deux erreurs », c'est à dire à la règle des deux fausses positions. 

(9) Allusion à une certaine manière de calculer sur le sable dans laquelle on efface successivement avec 
le deigt les chiffres que l’on vient d’écrire, pour les remplacer par d’autres, jusqu'à ce qu’on arrive au résultat. 

(10) Allusion à un autre nom de la règle des deux fausses positions. 

(11) Le mot qui signifie « balance » est aussi le terme technique employé pour désigner la « preuve », 
par exemple la preuve par neuf, par sept, etc. 

(12) Ce mot signifie en même temps « impair ». 

(13) Ce mot signifie en même temps « pair ». 

(14) Le mot traduit par « origine » signifie, comme terme technique, le « rapport » de deux quantités. 

(15) Ce mot signifie en même temps la « division ». 

(16) Ce mot signifie en même temps le « dénominateur » d'une fraction. 

(17) Ce mot désigne en même temps une certaine partie de la constellation de la Grande Ourse. 

(18) Textuellement: au « beaucoup » et au « peu ». 
(19) Dans cette phrase le texte du manuscrit paraît être altéré. Le mot traduit par « offrandes » sert 
à désigner en arithmétique des calculs « d’approximation » et en général des «procédés expéditifs ». 

(20) Le mot traduit par « muettes » désigne en même temps les quantités « irrationnelles », et parmi 
les nombres entiers, les nombres « premiers », en égard à leur propriété de ne pas se laisser décomposer en 
facteurs. Comparer le Liber Abbaci de Léonard de Pise, édition du Prince Don Balthasar Boncompagni, 
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Pour en venir au fait. Attendu qu'aucun blame (1) ne s'attache a la science 
du calcul, et qu’elle n’est resserrée par aucune barrière (2), j'ai choisi, dans cette 
science, comme objet d’une étude particulière, l'ouvrage intititulé « V Exposé fait 
» avec choix » (Zalhkis), ouvrage complet en fait de théorie, composé par le 
chaïkh, limâm, Aboùl Abbas Ahmed Ibn Albanna, puisse Dieu couvrir ses pé- 
chés de sa miséricorde et le faire demereur au milieu de son paradis. Cependant 
j'ai remarqué que cet ouvrage contient des opérations privées de leur partie la 
plus instructive, en tant qu’elles ne sont pas accompagnées, dans les chapitres 
qui en traitent, d’un (exemple ou d’un problème) correspondant; et qu'il contient 
des théories subtiles dont il est impossible d'exposer d'une manière satisfaisante 
les significations, quand même on y apporterait un soin extreme dans quelques 
feuillets d'un mince volume, quoique certainement remplis d’une science abondante, 
si ce n'est que l’auteur n’y a point entrepris l'explication de ces belles opera- 
tions. Au contraire, il les a laissées destituées de démonstrations, de sorte que 
nous ne Savons pas si la justesse de ce que |’ auteur avance est nécessaire ou 
accidentelle, et si, en nous conformant à ce qu'il expose, nous pouvons arriver 
a ce que nous désirons savoir en dehors de cela. 

Par conséquent j'ai jugé convenable d'écrire sur cet ouvrage un commen- 
taire qui contint I’ explication des principes sur lequels il est fondé, I’ exposé 
clair et exact de ses parties compliquées, et qui ecartät l'obscurité qui cache (3) 
les objets qu'il a en vue; de réunir, au moyen de ce commentaire, ce qui se 
trouve dispersé dans l'ouvrage original , et de rassembler les joyaux précieux 
qu'il renferme; d’éclaircir enfin les méthodes de ses opérations et les démonstra- 
tions de ses problèmes. 

J'ai donc essayé (4) mes forces en consignant dans cet ouvrage ce qui est dans les 
limites du possible, et c’est à l'épreuve (3) que l’on reconnait la valeur du caillou ou 
qu'on le juge méprisable; j'ai dirigé (6) vers cet objet le cœur (7) de ma pensée en lui 
donnant du développement (8), et j'y ai mis ma confiance dans le changement (9). 





Rome 1857, in-4.°, pag. 31, le tableau placé sur la marge de la page. Le mot « hasam » y est la repro- 
duction, un peu modifiée, du mot arabe qui signifie « muet » 

(1) Littéralement: « poussière ». Ce mot contient en même temps une allusion au calcul du gobér, 
ou calcul de poussière, 

(2) Le mot arabe traduit par « barrière » est higdr et paraît contenir une allusion à un célebre traité 
d’arithmétique, antérieur à Ibn Albannà et intitulé « Al-hiçdrou ’l-caghir ». 

(3) Littéralement: (qui contint) « l’action d’écarter le manteau », gachfou *l-kind’. Ces mots renfer- 
ment peut-être une allusion à un traité du célèbre Nacòr Eddin Althôuci, intitulé Qachfou ’I-kind et relatif 
à un sujet appartenant à la trigonométrie sphérique. Voir Hadji Khalfa, édition de Fluegel, Tom. V, pag. 
242 et 213, N.° 10738. Comparer ibidem N.° 10742. 

(4) Ce mot est employé quelquefois comme expression techniqne pour désigner l’action de « faire la 
preuve » d’une opération arithmétique. 

(5) Ce mot sert en même temps comme terme technique pour désigner la « vérification » d'une opé- 
ration arithmétique. 

(6) Le mot traduit par « diriger » sert, comme terme technique, à désigner l’action de « transformer » 
une fraction donnée dans une autre dont le dénominateur est donné. 

(7) Le mot traduit par « cœur » se change, par une légére modification des points-voyelles, dans le 
terme technique qui signifie « zéro ». 

(8) Le mot traduit par « développement » signifie en même temps le « numérateur total » que l'on 
obtient en réduisant un nombre mixte, ou certaines autres espèces compliquées de fractions, en usage chez 
les Arabes, à une fraction ordinaire. 

(9) C'est à dire: au milieu des vicissitudes des choses humaines. Ce mot paraît contenir une allusion 
à un terme technique formé de la même racine et qui désigne la (transformation » des équations algébriques. 


fin de 
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Dieu a eu égard à ma contrition (1 1); il m'a recompensé en me réconfortant (2) 
et il m'a aidé a composer, à écrire, et à rédiger cet ouvrage. 

J’ ai intitulé cet ouvrage « Le recueil de la moelle et le commentaire de 
Vexposé des opérations du calcul. » 

Dans sa rédaction je me suis fait une loi de commencer (constamment) par 
mentionner littéralement les paroles de l’auteur, telles qu'il les a consignées dans 
sa composition. Ensuite je les ai fait suivre d’une explication au moyen d’exem- 
ples, et enfin j'ai placé en dernier lieu la démonstration et l'indication des causes, 
afin que (chaque théorie) soit complète et absolue dans son chapitre et présentée 
d’une manière claire et spéciale en faveur de ceux qui désirent s’ en instruire. 
J'ai indiqué les paroles de l’auteur au moyen des mots « l’auteur dit telle chose » 
et au moyen de l'encre rouge, de manière à les distinguer du commentaire et 
de les mettre à part. Quelques fois aussi j’ai cité des passages de ce que l’auteur 
a exposé dans (l'ouvrage intitulé) « Le soulèvement du rideau. » Dans ces cas 
je dirai « il a dit » de sorte qu'il ny a lieu a aucune ambiguité. 

Cependant je n'ai pas violé la virginité de sa méthode | et je ne me suis pas 
frauduleusement approprié les choses admirables qui lui appartiennent (3), comme 
on abuse d’un homme simple, mais j'ai étudié ce que les anciens ont mentionné 
en fait des principes de cette branche de la science, et ce qu'ils ont expliqué. 


a Ui So Il est connu que si l’on ajoute un nombre quelconque 
au nombre qui le suit, le résultat est le double du premier nombre plus un. 


Il est connu aussi que ne est égale : a trois fois un tiers | et que le double 


d’un nombre quelconque est égal à trois fois deux tiers de ce nombre. Par con- 
séquent la somme d’un nombre quelconque et de celuï qui le suit est égale à 
trois fois deux tiers de ce nombre plus un tiers de l'unité (4). Donc, si nous 
multiplions le double de la somme (5) par le dénominateur des deux nombres, 
on a multiplié par le triple de ce qu’il fallait. Il est connu aussi, que si l’on 
multiplie le double d’un nombre par le triple d’un autre nombre, le résultat est 
égal a six fois le résultat de la multiplication de l’un des deux nombres par l’autre. 

L'auteur dit: et l'élevation au cube (se fait) par l'élévation au carré de 
la somme (6). C’est à dire que la somme des cubes des nombres suivant leur 
ordre résulte de la multiplication de la somme des côtes par elle-même. 

La raison de cela, c'est que, si un nombre quelconque est partagé en deux 


parties, la somme du produit de la multiplication du nombre par l’une de ses 


deux parties, plus le rectangle des deux parties et le carré de l’autre partie est 
égale au carré de ce nombre (7). 
En effet, le principe de la multiplication d’un nombre par un autre nombre con- 





(1) Ce mot signifie, comme terme technique, « fraction ». 

(2) Les deux mots traduits par « récompenser » et « réconforter » désignent en même temps les deux 
opérations algébriques de I’ « opposition » et de la « restauration » dont la réunion forme le nom arabe de I’ algèbre. 

(3) Ces mots signifient en mème temps: je n'ai rien dérobé à son hòte. 


a+ REN (se 


(4) 

(5) C'est à dire 2[1 + 2+ 8 +.. .+ n] e ou n(n + Di 

) C'est à dire 1° + 2° + 3° as Das SE +2+3+...+n]. 
)(a+ba+kab+b = (a +6 
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siste en ce que nous multipliions le tout de l’un des deux nombre par le tout de 
l’autre. Donc, si l’on divise l’un des deux nombres, ou tous les deux, dans un 
nombre qnelconque de parties, il est nécessaire de multiplier chaque partie de 
un des deux nombres par toutes les parties de l’autre, et d’additionner les ré- 
sultats. C’est par la aussi que l’on reconnaît la raison de la multiplication sui- 
vant les rangs (des chiflres des nombres), parce que chacun des deux nombres 
multiplié Yun par l'autre peut être décomposé dans ses rangs (1), ainsi que vous 
le lirez certainement , si Dieu le Tres-Haut le permet , dans le chapitre de la 
multiplication. 

Cela étant établi, nous disons que, si un nombre quelconque est divisé en 
deux parties de quelque manière que ce soit, son carré est égal aux deux carrés 
de ses deux parties et à leur rectangle pris deux fois. 

Soit donc le nombre A divisé en deux parties d’une manière quelconque , 
et que ce soient B, C. Je dis que le carré de À est égal à la somme des deux 
carrés de B et C et de leur rectangle pris deux fois. 

En effet, A étant divisé en B et C il faut que nous multipliions chacune 
de ces deux parties par chacune des deux parties de A. Donc posez-les deux 
fois sur deux rangs, comme il suit: 

B 6 

BUG 
Nous multiplions B par B, et ensuite par C; puis C par B, et ensuite par C, 
et nous additionnons les quatre résultats. Mais le produit de B par B est le 
carré de B; et pareillement G fois C est le carré de C; et le produit de B fois C 
et de C fois B est le rectangle B fois B pris deux fois. Par conséquent le carré 
de À est égal a la somme des carrés de ses deux parties et de leur rectangle 
pris deux fois. 

Il est, par là, évident que le produit de A tout entier par B est égal au 
carré de B plus le rectangle de B fois G , et que le produit de A tout entier 
par C est égal au carré de C plus le rectangle de C fois B. 

Donc, si l’on multiplie un nombre par l’une de ses deux parties , et que 
Yon joint au résultat le carré de la partie qui n’a pas servi à la multiplication, 
et le rectangle des deux parties, cela est égal au carré du nombre. 


On trouve ici sur la marge du ms. une glose évidemment destinée à remplacer l'alinéa suivant, et dont 
voici la traduction. 

J'ai trouvé dans un autre exemplaire, portant l'écriture de l’auteur, une autre explication à savoir la 

B C A suivante. Exemple. Soit le nombre AB divisé en deux par- 

NME PARENT : ties au point C, et soit la surface AH le carré de AB, Me- 

nons du point C une droite parallélement à AT, ce sera la 

droite CZ, et prenons sur AT un segment équivalent à AC, 

à savoir AD; enfin menons la droite DE parallèlement à AB. 

Alors, puisque la surface AK résulte de la multiplication de 

E AB par AD, c’est à dire par AC; puisque la surface DZ ré- 

= D ne de la multiplication de DE, c'est a dire de AC, par EZ, 

c’est à dire par EK, c’est à dire par CB; et puisque la sur- 

face EH résulte de la multiplication de EZ. par lui-même, 

c’est-à dire de BC par lui-même; il s'ensuit ce que nous nous 

étions proposé de démontrer. Cela étant établi, nous disons 





Z T 
(1) Par exemple 3856 = 3000 + 800 + 50 + 6, 


. Br 
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Cela étant établi, nous disons qu'il est connu que le cube d’un nombre est 
le résultat de la multiplication du nombre par son carré: Donc étant donnés des 
nombres suivant leur ordre et dont le premier soit l’unité , si nous desirons 
trouver la somme de leurs cubes, vous multiplierez chacun de ces nombres par 
son carré et vous additionnerez les résultats. Il résultera la quantité cherchée (1). 

Mais le carré d’un nombre quelconque est la somme de son triangle et du 
triangle du nombre précédent (2), ainsi que nous expliquerons cela certainement 
ci-après. Et le triangle d’un nombre quelconque est égal à la somme de ce nombre 
plus le triangle du nombre précédent (3), ainsi qu'il sera pareillement expliqué. 

D’ après cela , si nous désirons trouver la somme des cubes des nombres 
suivant leur ordre, et dont le premier soit, par exemple, l’unité , vous multi- 
plierez chacun de ces nombres par son triangle du nombre précédent et vous 
additionnerez les résultats. Il résultera la quantité cherchée (4). 

Soient, par exemple , quatre nombres , dont le premier soit I’ unité et le 
dernier quatre. Nous désirons trouver la somme de leurs cubes. Nous les po- 
sons donc dans une ligne, comme ci-après, et au dessous leurs triangles dans une 
autre ligne, comme vous le voyez: 

1 2 3 4 

1 3 6 10 
Il faut alors que nous multipliions le quatre par le dix que se trouve au-dessous, 
et par le six qui est au-dessous du nombre précédent. Puis vous multipliez le trois 
par le six, et ensuite par le trois; et pareillement le deux par le trois et ensuite 
par le un. Puis le un par le un. Vous additionnerez les résultats et il résultera 
la somme des cubes de ces nombres. 

Mais le résultat de l'addition de ces produits est précisement égal au ré- 
sultat de la multiplication du triangle du plus grand de ces nombres par lui-même, 
c'est à dire de la somme de ces nombres par elle même (3). 

La raison de cela c'est que le triangle du plus grand de ces nombres, à 
savoir dix, se partage en deux parties, quatre et S1X; c’est a dire son côté et 
le triangle précédent. Donc, si vous multipliez le dix | par le quatre et le quatre 
par le six cela revient a former le produit d’ un nombre par une de ses deux 
parties et le rectangle des deux parties. Si donc on ajoute a cela le carré de 
l’autre partie, il résulte le carré de ce nombre. Mais l’autre partie, c'est six. Et 
il a été déja démontré que le carré du six est égal au produit du six par l’une 


(4) 15 + 2 e+ 4b... +(n—1) + n° = 1. 12 + 2. 22+ 3, 324 
pass - + (n— 1). (n — 1)? + nn. 

(2) | ACER et 1) 

(3) MEN, pS 


(1) PEPER PME... (nn = 10+1)+2.(1+3+36+6)+ 
He hae AA oj (Westin Hy eda [ein a en] 
(5) ihr (1-4 3) + 3. (3 +6) +4.6+10)+....+ 


pino MEMI (oo in p 4 De niet „RENT =[ 1243-44... (n— tn Te. 
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de ses deux parties plus le rectangle de ses deux parties et plus l’autre partie, 
c'est à dire égal au produit du six par le côté trois, plus le produit du côté 
trois par le triangle trois qui est le triangle précédent, et en joignant cela en- 
core au carré de l'autre partie, à savoir de trois, parce que le six a été divisé 
en trois et trois. Mais le carré du trois est égal au produit du trois par le côté 
deux qui est l’une de ses deux parties, plus le rectangle des deux parties, c’est 
a dire du côté deux multiplié par le triangle un, et plus le carré de l’un. Mais 
le carré de l’un c’est un. 

Il est donc rendu évident, par là, que si l’on multiplie chacun de ces nom- 
bres par son triangle et par le triangle du nombre précédent, la somme des résul- 
tats est égale au produit de la somme de ces nombres par elle-même et c’ est 
ce que nous nous étions proposé de démontrer (1). 

L'auteur dit: Quant à l'addition des nombres impairs suivant l’ordre, elle 
consiste à elever au carré la moitié du (nombre) jusqu'auquel (la suite) s'étend 
joint à l'unité. 

Il a été dit précédemment , parmi les propriétés des nombres (naturels) 
rangés suivant leur ordre, que les unités du plus grand, c’est à dire de celui jusqu’ 
auquel (la suite) s'étend, sont égales au nombre (des termes de la suite). Or, il en 
serait de même pour le plus grand des nombres impairs rangés suivant leur ordre, 
si les nombres pairs étaient intercalés parmi les impairs. Il est connu aussi que le 


(1) Cette démonstration d’Ibn Almadjdi s’exprime de la manière suivante en language algébrique moderne: 

124-224 384424 b(n — 1) + nd = 1. 12 + 2.22 + 3.32 + 4,424 te (n — 1) (n— 2)? + n.n— 
AMET ee ee) ee 

(n— 2)(n— 1), (n—A)n (n—1)n Manti), _ 

tape lg ease ees pater aoe es Ne ae on e 


=?4+2(4+[24+ 17) +3(3 +03 + 3])+4(64+[44+6])+..4 
Hi 4m n + ZB] an Hl #4 (n—1)n WR 


2 2 
Mais on a 


12+2(1+[2+4]))=1+2.1+42:[2+1]=(2+1?=3? 
32 + 3(3 + [3 + 3])= 32 + 3.3 +3. La + 2] — (a+ > = 6, - 
, FREE ty Sgt TEE SELS LS =“ 


TEN TA NT TES dif PRE MEDIEN, WON 
[Fr Tran FE Hin. [m + 7 = 
ONE DUT. "]. 
CORO SR ea 
ST ET 


Donc 1° + 2° + 35 ++... + (in — 1) + ni = [Te tet B-4+...4- (n— 1) 4 n]. 
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nombre des nombres pairs qui tombent entre ces nombres impairs, est plus petit 
d'une unité que le nombre des impairs; et si de deux nombres quelconques l’un 
dépasse l’autre d’une unité, leur somme est le double du plus grand moins l’unité, 
ou le double du plus petit plus l'unité. D’après cela le (nombre) j jusqu auquel (la 
suite) des impairs s'étend, est le double du nombre de ces impairs moins l’unite. 

Il a été déja montré, dans la. détermination de la somme de la proportion 
arithmétique, qu il fallait additionner les deux termes extrêmes et multiplier cela 
par la moitié du nombre (des termes). Mais (le terme) le plus petit est (ici) Punité. 
Lors donc qu'il est ajouté au plus grand, il résulte le double du nombre des nom- 
bres. Et il faut que nous multipliions par la moitié du nombre des nombres im- 
pairs, c’est à dire par un quart de la somme des deux termes extrêmes. Nous 
multiplierons donc la somme des deux termes extrémes par son quart. Mais le 
produit d’un nombre par son quart est égal au produit de sa moitié par sa 
moitié, ainsi que nous expliquerons cela certainement. 

L'auteur dit: Et l'élévation au carré (se fait) par la multiplication dur 
sixième du (nombre) jusqu'auquel (la suite) s'étend, par le rectangle compris 
sous les deux nombres qui l'avoisinent par après. 

Il faut faire précéder ce problème de deux principes. 

L'un d'eux c’est qu’il faut que vous sachiez que la somme des nombres 
suivant leur ordre depuis l'unité jusqu'au (nombre) jusqu’auquel (la suite) s'étend, 
s’appelle le triangle de ce nombre, 

Soient pris, par exemple, les nombres suivant l’ordre depuis Vunité jusqu’au 
six, et soient (écrits) au-dessous leurs triangles depuis un jusqu'a vingt et un, et 
leurs carrés depuis un jusqu'à trente six; ainsi que le montre la figure suivante 

102 NO TA 5 6 
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Il a été déja expliqué, dans ce qui précède, que le carré d’un nombre quelconque 
est égal a son triangle plus le triangle du nombre précédent. 

En vertu de cela (1) on peut dire que les triangles des nombres pris sui- 
vant leur ordre jusqu'à un nombre impair sont égaux aux carrés des nombres 
impairs suivant l'ordre pris jusqu’ au même nombre im pair; et que les triangles 
des nombres suivant l’ordre pris jusqu'a un nombre pair, sont égaux aux Car- 
rés des nombres pairs suivant l’ordre pris jusqu’au même nombre pair. Et cer- 
tainement l'explication de la signification du triangle se présentera lorsqu'il sera 
question des nombres figurés, si Dieu le Très-Haut le permet. 


(1) On trouve ici sur la marge du ms. une glose dont voici la traduction. 

Dans un autre exemplaire (on lit:) En vertu de cela la somme des carrés des nombres impairs suivant 
leur ordre ‚ou des nombres pairs suivant leur ordre est la somme des triangles des nombres suivant leur ordre 
pris jusqu’ à ce nombre déterminé; car le carré de l’unité est égal à son triangle, parce qu’il n’est précédé 
de rien; et le carré du trois est ‚egal a son triangle plus le triangle du nombre pair précédent; et pareille- 
ment le carré de deux est égal à son triangle plus le triangle He: nombre impair précédent. Et ainsi de 
suite d'aprés le même ordre. Et certainement la signification du triangle sera expliquée lorsqu'il sera question 
des nombres figurés, si Dieu le Très-Haut le permet. 

Le second (principe) c'est que tout rectangle formé de deux nombres est égal à ce qui résulte de leur 
produit , lorsque l’un d'eux a été augmenté d’une quantité quelconque, tandis que l’autre a été diminué 
proportionnellement. 
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Le second (principe) c’est que tout rectangle formé de deux nombres est 
egal à ce qui résulte «e leur produit lorsque Pun d'eux a été augmenté d’une 
quantité quelconque tandis que l’autre a été diminué proportionnellement. 

Pour effectuer l'objet que ce principe a en vue il y a deux méthodes, L'une 
consiste à diviser l'un des deux facteurs par un certain nombre, et à multiplier 
l'autre facteur par ce même nombre (1) 

L'autre méthode consiste à retrancher de l’un des deux facteurs une quan- 
tite arbitraire, à prendre le rapport de la partie retranchee à la partie restante 
et à ajouter à l’autre facteur une quantité proportionnelle à ce rapport (2). 

Exemple soit l’un des deux facteurs six et l’autre huit. Ce qui résulte de 
la multiplication de l’un par l'autre est quarante huit. Or, si vous divisez le 
six, par exemple par deux, il résulte trois; et si vous multipliez le huit par 
le deux, il résulte seize. Alors ce qui résulte | de (la multiplication) de trois 
par seize est quarante huit. 

Et si vous retranchez du six par exemple trois, le rapport de cela au res- 


te, a savoir à trois, est celui de l'égalité; ajoutant par conséquent au huit son 


équivalent il résulte seize. Alors le résultat de Ia multiplication de trois par 
seize est quarante huit, comme d’abord. 

Et si vous retranchez du six deux, le rapport de cela au reste, à savoir 
au quatre, est la moitié; ajoutant donc au huit l’équivalent de sa moitié, il ré- 
sulte douze. Alors le résultat de la multiplication de quatre par douze est pa- 
, reillement quarante huit. 

La cause de cela etc. 

Mais il a été déjà expliqué, daus le second principe, que tout rectan- 
gle formé de deux nombres est égal à ce qui résulte de (la multiplication de) 
ces deux nombres lorsque l'un deux a été augmenté d’une certaine quantité, 
tandis qu'elle a été retranchée de l’autre proportionnellement , non suivant sa 
grandeur absolue. Par conséquent un tiers du troisième (nombre) à partir de 
celui jusqu’auquel (la suite) s'étend , et la moitié du (nombre) jusqu'auquel (la 
suite) s'étend étant les deux côtés d’un rectangle, si l’on augmente le premier 


7 B A Exemple. Soit le rectangle AD formé par le produit de 

TT AB fois AC, et soit ensuite AC divisé au point E. Que 

l’on prolonge AB de BZ; et soit CE à EA comme BZ à 

AB, c’est à dire la partie retranchée à ce qui reste comme 

la partie ajoutée à la ligne à laquelle elle est ajoutée ; 

H| E| enfin complétons le rectangle AT. Je dis que les deux re- 

ctangles AD, AT sont égaux, La raison de cela c’est que 

CE est a EA, c’est a dire DH a HB, comme BZ à AB, 

c’est a dire comme HT à HE. Or, le rectangle ED est 

formé du produit du premier par le quatrième (terme), qui 

sont DH, HE; et Je rectangle BT est formé du produit 

du second par le troisième (terme) qui sont HB, HT. Par 

D cl conséquent les deux rectangles ED, BT sont égaux, d’a- 

—— | près ce qui a été dit précédemment. Ensuite ajoutons le 

rectangle AH comme partie commune à chacun des deux rectangles. Alors les deux rectangles AD, AT se- 
ront égaux. Et c'est ce que nous nous étions proposé de démontrer. 


(1) a.d= (=). @.m. 
m 


(2) Si l'on fait 2 — = +. on aura a.b= (@— m) (b + n). 
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de deux fois sa propre valeur, de sorte que l’on obtient le troisième (nombre) 
a partir de celui jusqu’auyuel (la suite) s'étend, exactement, et si l’on diminue 
l’autre suivant la même proportion, de sorte qu il est reduit à un sixième du 
(nombre) jusqu’auquel (la suite) s'étend, parce que le tiers est au tout comme le 
sixième à la moitié; alors on est ramené a trois côtés dont l'un est le troisième 
(nombre) à partir de celui jusqu'auquel (la suite) s'étend, l’autre le second (nom- 
bre) à partir de celui jusqu'auquel (la suite) s'étend , et le dernier un sixième 
du (nombre) jusqu’auquel la suite s'étend. On multiplie donc le premier parle 
second, et ce qui résulte par le troisieme. 

L'auteur dit: Et l'élévation au cube (se fait) par la multiplication de la 
somme par son double moins un (1). L’explication de ce probleme est confor- 
me à l'explication de l'addition des cubes des nombres pairs suivant leur ordre. 
Nous la différerons done jusque la; et par la sera expliqué ce qui vient d’étre 
mentionné. 

L'auteur dit: Quant à l'addition des nombres pairs suivant l'ordre, elle 
consiste à ajouter au (nombre) jusqu'auquel (la suite) s'étend , constamment : 
deux, et à multiplier la moitié de la somme par la moitié du (nombre) jus- 
gu auquel (la suite) s'étend. 

Attendu que le nombre des nombres (naturels) suivant l’ordre est égal au 
(nombre) jusqu'auquel (la suite) s'étend, mais que, entre les nombres pairs pris 
suivant l'ordre, manquent les impairs pris suivant l’ordre , dont le nombre est 
égal au nombre des pairs, parce que le premier des pairs est deux qui est pré- 
cédé par l'unité; il s'ensuit que, dans les nombres pairs, le (nombre) jusqu'au- 
quel (la suite) s'étend est égal au double du nombre (des nombres). L’addition 
des, deux termes extrêmes consiste donc à ajouter au (nombre) jusqu’auquel (la 
suite) s'étend deux, parce que c’est le premier des pairs. Par conséquent on mul- 
tiple deux plus le (nombre) jusqu’auquel (la suite) s'étend, à savoir la somme 
des deux termes extrêmes par la moitié du nombre des pairs, c’est à dire par 
un quart du double de ce nombre, ou par un quart du (nombre) jusqu’auquel 
(la suite) s' étend. Mais le produit des deux termes extrêmes par un quart du 
(nombre) jusqu’auquel (la suite) s'étend est égal au produit de la moitié de la 
somme des deux termes extrêmes par la moitié du (nombre) jusqu’ auquel (la 
suite) s'étend, en vertu de ce qui a été expliqué dans le second principe. Dieu 
seul connait la vérité. 

L'auteur dit: Et l'élévation au carré (se fait) par la multiplication de 
deux tiers du (nombre) jusqu'auquel (la suite) s’ étend , plus deux tiers de 
l'unité, par la somme (des nombres pairs simples); ou par la multiplication 
d'un sixième du (nombre) jusqu'auquel (la suite) s'étend, par le rectangle com- 
pris sous les deux nombres qui l'avoisinent par après. 

L'auteur mentionne ici deux méthodes pour trouver (la somme) des carrés 
des nombres pairs. La seconde est celle qui a été donnée déja précédemment 
pour trouver (la somme) des carrés des nombres impairs. En effet, il a été ex- 
pliqué, à l’occasion du premier principe, que les carrés des nombres impairs ou 








(1) C’est a dire 1° + 3° + 5? +... + (24 — 1 = mn? (2 n? — 1). 
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des nombres pairs (additionnés) suivant leur ordre sont égaux aux triangles des 
nombres (naturels additionnés) suivant leur ordre jusqu'au même nombre impair 
ou (jusqu'au même nombre) pair; et que, si ces triangles sont divisés par la 
somme de leurs côtés, il résulte des (quotients) qui se dépassent mutuellement 
d'un tiers (1). L'opération revient donc a ceci, que la quantité cherchée soit dé- 
composée en trois côtés, à savoir la moitié du (nombre) jusqu'auquel (la suite) 
s étend , le second (nombre) à partir de ce (nombre) et un tiers du troisième 
(nombre) à partir de ce (même nombre), ainsi que tout cela a été expliqué a 
l’occasion des carrés des nombres impairs. Il n'y a, à cet égard, aucune dilfe- 
rence entre la sommation des impairs et des pairs. Enfin le produit de la moi- 
tie du (nombre) jusqu’auquel (la suite) s'étend par un tiers du troisième (nom- 
bre) à partir de celui jusqu'auquel (la suite) s'étend , est égal au produit du 
troisième (nombre) à partir de celui jusqu’auquel (la suite) s'étend, tout entier, 
par un sixième du (nombre) jusqu'auquel (la suite) s'étend. Or cela, c’est exa- 
ctement la méthode pour l'addition des carrés des nombres impairs. 

Quant à la première méthode, elle consiste à multiplier un tiers du (nom- 
bre) jusqu’auquel (la suite) s'étend plus deux tiers de l'unité par la somme, c’est 
a dire par la somme des nombres pairs pris suivant l'ordre. Il a été déja ex- 
pliqué, dans ce qui précède, que, si on multiplie les uns par les autres les trois 
côtés, à savoir la moitié du (nombre) jusqu'auquel (la suite) s'étend, le second 
(nombre) à partir de ce (nombre) et un tiers du troisième (nombre) à partir de 
ce (même nombre), il résulte la quantité cherchée ainsi quil a été dit. Mais le 
produit du second (nombre) à partir de celui jusqu'auquel (la suite) s'étend par 
un tiers du troisième (nombre) a partir de celui jusqu'auquel (la suite) s'étend, 
est égal au produit du troisième (nombre) à partir de celui jusqu auquel (la 
suite) s’ étend , tout entier, par un tiers du second (nombre) à partir de celui 
jusqu’auquel (la suite) s'étend, en vertu de ce que vous savez. Si ensuite ce qui 
résulte (est multiplié) par la moitié du (nombre) jusqu'auquel (la suite) s'étend, 
il résulte la même chose que d’abord. Mais si vous multipliez le troisième (nom- 
bre) à partir de celui jusqu’ auquel (la suite) s'étend par deux tiers du second 
(nombre) à partir de celui jusqu’auquel (la suite) s'étend, alors il faudra multi- 
plier le résultat par un quart du nombre (2). (Le produit qu'il s’agit de former) 
est donc décomposé dans le produit du troisième (nombre) à partir de celui jus- 
qu'auquel (la suite) s'étend, fois deux tiers du second (nombre) à partir de ce- 
lui jusqu’auquel (la suite) s'étend, ce qui résulte (devant être multiplié) par un quart 
du nombre. Mais un quart du nombre des nombres (naturels) suivant leur or- 
dre est égal à la moitié du nombre des nombres pairs suivant leur ordre; car 
il manque au nombre (des nombres naturels) des nombres impairs en quantité 
égale à ces nombres pairs, ainsi qu'il a été dit. La quantité cherchée est done 





(1) C’est a dire 








not —1 
1+3+6+.. HH MEN 1pspop, +9, 
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un rectangle (1) (forme) de trois côtés dont l’un est le troisième (nombre) a par- 
tir de celui jusqu’auquel (la suite) s'étend, l’autre deux tiers du second (nom- 
bre) a partir de celui jusqu’auquel (la suite) s'étend, et le dernier la moitié du 
nombre des nombres pairs pris suivant I’ ordre. Or, par quelque de ces (trois 
côtés) | que vous commenciez, c'est permis. Multipliez donc, par exemple le troi— 
sieme (nombre) a partir de celui jusqu’ auquel (la suite) s’ étend par la moitié 
du nombre des nombres pairs ; et que ce qui résulte soit multiplié par deux 
tiers du second (nombre) à partir de celui jusqu’ auquel (la suite) s’ étend (2). 
Mais le troisième (nombre) a partir de celui jusqu’auquel (la suite) s’etend de- 
passe celui jusqu’auquel (la suite) s’étend constamment de deux. Lors donc que 
nous multiplions ce nombre par la moitié du nombre (des nombres pairs), c’est 
comme si-nous avions additionné les deux termes extrêmes et que nous eussions 
multiplié la somme par la moitié du nombre (des nombres pairs). Mais il a été 
déja expliqué que le résultat de la multiplication de la somme des deux termes 
extrêmes par la moitié dn nombre (des nombres) est la somme de ces nombres. 
D'après cela le résultat de la multiplication du troisième (nombre) à partir de 
celui jusqu’auquel (la suite) s'étend par la moitié du nombre (des nombres) sera 
la somme des nombres pairs suivant l’ordre. On est donc ramené à la multipli- 
cation de cette somme par deux tiers du second (nombre) à partir de celui jus- 
qu’ auquel (la suite) s’ étend (3). Mais deux tiers du second (nombre) à partir 
de celui jusqu’auquel (la suite) s'étend sont deux tiers du (nombre) jusqu'auquel 
(la suite) s'étend plus deux tiers de l'unité, attendu que les nombres (naturels) 
suivant leur ordre se dépassent mutuellement d’une unité, et que, par consc- 
quent , leurs parties se dépassent mutuellement des parties (correspondants) de 
P (unite) ; ce qui est évident. L’ opération revient donc à la multiplication de 
deux tiers du nombre jusqu'auquel (la suite) s'étend plus deux tiers de l'unité 
par la somme (des nombres pairs simples) (4), ainsi qu'il a été mentionné. Dieu 
seul connaît la vérité. 

L'auteur dit: Et l'élévation au cube (se fait) par la multiplication de la 
somme (des nombres pairs simples) par son double (5). 

Pour la démonstration de ce (théorème) établissons préalablement deux pro- 
positions. 

L'une d’elles c’est que la somme des nombres (naturels) , depuis I’ unite , 
suivant leur ordre, est la moitié de la somme des nombres pairs pris à partir 
du deux suivant leur ordre , et égaux en nombre aux (nombres naturels) (6). 
Soient, par exemple, quatre nombres (naturels) suivant l'ordre, dont le premier 


(1) Sic. On se serait attendu à ce que l'auteur dit: « au solide ». 


(2) (2n + 2). = (2n +1): = (2n+-2).5-2(2m+ 1) 


wl] rw 


(3) (n + 2-2. (2n+1)=[2+4+6+...+ 2n].= (2n'+ 2). 
(4) [2 +446+...+ on]. 5 (2n+ = (Fem +5] tstot... ten 


(5) 24+ 454634 ..,4 (2n) = 2[2+4+6+...+ Inf. 
(6) 1+2+3+ ..+n=3[2+4+6+...+2n]. 
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soit l'unité et le dernier quatre; leur somme sera dix. Et soient quatre autres 
nombres pairs, dont le premier soit deux et le dernier huit ; leur somme sera 
vingt. Or, chacun des nombres pairs étant le double de celui qui lui corréspond 
parmi les nombres (naturels, pris) suivant leur ordre, un des nombres (naturels) 
est au (nombre pair) correspondant comme la somme des uns à la somme des 
autres suivant l’ordre. Cela est évident, en vertu de ce qui a été établi préce- 
demment. 

La seconde (proposition), c’est que le cube d’un nombre quelconque est égal 
à huit fois le cube de la moitié de ce même nombre (1). 

Exemple. Soit À un nombre donné (2); qu'il soit divisé en deux parties 
égales, que l’une des deux parties soit B, et qu'il s'agisse d’elever A au carré, 
c’est à dire de le multiplier par lui-même. Or, par sa division , chacun des 
deux facteurs a été partagé en deux segments, et tous ces segments sont égaux 
entre eux et égaux à la quantité B. Par conséquent la multiplication de A tout 
entier par lui-même est égale a la multiplication de chaque segment de l’un des 
deux facteurs par les deux segments de l’autre, accompagnée de l'addition des 
quatre résultats qui sont tous des carrés égaux, et dont chacun est égal au carré 
de B. Mais ces quatre carrés forment le carré de A; d’où il suit que le carré 
d'un nombre quelconque est égal a quatre fois le carré de sa moitié. En même 
temps il est connu que le cube d’un nombre quelconque est ce qui résulte de 
la multiplication de ce nombre par son carré. Mais la multiplication de A tout 
entier par son carré tout entier , est égale a la multiplication de chacune de 
ses deux moitiés par les quatre parties de son carré ; et de la multiplication 
dune de ses moitiés par les quatre parties de son carré, dont chacune est égale 
au carré de B, il résulte quatre cubes ; de sorte que l’ensemble de ces cubes 
est égal à huit fois le cube de la moitié de (A), et que chacun de ces cubes 
est égal au huitième du cube de ce nombre (A). Par conséquent le cube de la 
moitié d’ un nombre quelconque est égal au huitième du cube de ce nombre. 
C'est ce que nous nous étions proposé d’etablir préalablement. 

D’ après cela, si nous voulons additionner les cubes des nombres pairs 
suivant l’ordre, et dont le premier soit deux, et si nous considérons ces nom- 
bres pairs comme s'ils étaient des nombres (naturels) suivant l’ordre, et dont le 
premier soit l’unité; alors la somme des cubes de ces derniers sera un huitième 
(de la somme) des cubes qu’il s’agit de trouver. Mais il a été expliqué, dans ce 
qui précède sur la sommation des cubes des nombres (naturels) suivant leur 
ordre, que, si l’on multiplie la somme de ces nombres par elle-même, il résulte 
la quantité cherchée. Donc vous multiplierez la somme des nombre (naturels) 
suivant leur ordre par elle-même et le résultat par huit, afin qu’ il résulte la 
quantité (actuellement) cherchée. Mais le produit d’un nombre par lui-même et 


(1) a =8. (5). 


(2) Dans ce qui suit le texte du manuscrit arabe présente un certain nombre d’ erreurs qui provien- 
nent évidemment de ce que le copiste ne comprenait pas bien ce qu’ il écrivait, Mais il est trop facile de 
reconnaître ces méprises et de les corriger, pour qu’il vaille la peine de les signaler et de les relever une 
à une. 
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du résultat par huit est égal au produit du même nombre par son double et 
du résultat par quatre, ou égal au produit du double de ce même nombre par 
lui-même et du résultat | par deux. En même temps il a été déjà expliqué que 
la somme des nombres pairs à partir du deux suivant l’ordre est le double de 
la somme des nombres (naturels correspondants) à partir de l’unité suivant l'ordre. 
En outre le produit de la somme des nombres pairs par elle même et du ré- 
sultat par deux est égal au produit du même nombre par son double. Par con- 
séquent le résultat de la multiplication de la somme des nombres pairs par son 
double est la somme de leurs cubes, et c'est ce que nous nous étions proposé 
de démontrer. 

Ayant ainsi expliqué la raison de la sommation des cubes des nombres pairs, 
mentionnons maintenant l’explication de la raison de la sommation des cubes des 
nombres impairs. 

Cela s’expliquera au moyen de ce qui précède, quand nous aurons établi 
encore deux autres principes, dont l’un est que le produit du plus grand de 
deux nombres différents quelconques par son double est égal au produit de ce 
(nombre) par leur somme plus le produit du même par leur différence; et que 
le produit du plus petit par son double est égal au produit de ce (nombre) par 
leur somme moins son produit par leur différence (1). Car il est évident que le 
plus grand des deux nombres est exactement égal au plus petit plus leur dif- 
férence , et que le plus petit des deux nombres est égal au plus grand moins 
leur différence. Il suit donc nécessairement que le double du plus grand est égal 
a leur somme plus leur différence, et que le double du plus petit est égal a 
leur somme moins leur difference. 

Le second (principe) est que , si dans (une suite) de nombres (naturels) 
quelconques (pris) suivant l’ordre à partir de l’unité, le (nombre) jusqu’ auquel 
(la suite) s'étend est pair, la somme des nombres pairs compris dans (cette suite) 
dépasse la somme des nombres impairs y compris de la quantité du nombre des 
impairs; et si le (nombre) jusqu’auquel (la suite) s'étend est impair, la somme 
des nombres pairs et inférieure a la somme des nombres impairs de la quau- 
tité, des nombres des impairs. 

En effet, si le (nombre) jusqu’auquel (la suite) s'étend est pair, le nombre 
des nombres (naturels) suivant leur ordre se partage en deux nombres égaux 
dont l’un est le nombre des nombres pairs compris dans (la suite) et l’autre 
celui des nombres impairs y compris. Mais le premier des nombres. pairs, a sa- 
voir deux, dépasse le premier des nombres impairs d’une unité; et pareillement 
le second (nombre pair), a sayoir quatre, dépasse le second des nombres impairs 
d’ une unité ; et ainsi de suite jusqu’ au dernier. La somme des nombres pairs 
dépasse donc la somme des nombres impairs d’une quantité égale a leur nom- 
bre. Si le (nombre) jusqu’ auquel (la suite) s'étend est impair , le nombre des 
nombres (naturels) suivant leur ordre se partage en deux nombres différents dont 
l'un, qui est le nombre des nombres impairs, dépasse l’autre d’une unité. Mais 
le premier des nombres impairs, à savoir l'unité, n’est précédé de rien; le second 





(1) a.2%a=a(a+b)+a(a—b), b.2b—06 (a +b)— b(a —b). 
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des nombres impairs dépasse le premier des nombres pairs de l’unité; et ainsi 
de suite jusqu’a ce que le dernier des nombres impairs , à savoir le (nombre) 
jusqu'auquel (la suite) s'étend, dépasse le dernier des nombres pairs d’une unite. 
La somme des nombres impairs dépasse donc la somme des nombres pairs d’une 
quantité égale au nombre des nombres impairs. 

Ceci étant établi, nous disons qu’il est évident que, si de la somme des 
cubes des nombres (naturels) suivant leur ordre, pris a partir de l'unité, on re- 
tranche la somme des cubes des nombres pairs y compris , il reste la somme 
des cubes des nombres impairs y compris. Or, il a été déja expliqué que la 
somme des cubes des nombres (naturels) suivant leur ordre résulte de l'élévation 
au carré de la somme de ces nombres (1). Mais la somme de ces nombres est 
composée de deux sommes, c’est a dire de la somme des nombres pairs et de 
la somme des nombres impairs, Par conséquent son carré s’obtient par la mul- 
tiplication de chacune des deux sommes par leur somme. Maintenant, si la som- 
me des cubes des nombres pairs résultait de la multiplication de la somme des 
nombres pairs par la somme des deux sommes, la somme des cubes des nom- 
bres impairs résulterait nécessairement de la multiplication de la somme des 
nombres impairs par la somme des deux sommes. Mais il a été expliqué que la 
somme des cubes des nombres pairs résulte de la multiplication de la somme 
des nombres pairs par son double. En outre si le (nombre) jusqu’auquel (la suite) 
s'étend est pair, il est évident que le produit de la somme des nombres pairs, 


(1) Pour faire mieux voir la suite et l’enchainement des raisonnements qui forment la démonstration 
d’ Ibn Almadjdi , désignons par Sn la somme d’ une suite de nombres naturels, par Si la somme et par vi 
le nombre des nombres impairs compris dans la suite , par Sp la somme des nombres pairs compris dans la 
suite, de sorte que Si +S, = Sn; désignons en outre par Sc,n la somme des cubes des même nombres na- 


turels, par S,; la somme des cubes des mêmes nombres impairs, et par Sc,p la somme des cubes des mémes 
nombres pairs, de sorte que Sci + Sen = Sen. 


Cela posé , soit premièrement le dernier terme de la suite un nombre pair , de sorte que Sp > Si , 


l'on aura 
Sen =S2 = (S, + S)?= S,(S, + Si) + S,(S, + Si), 
Sen = S, + 8, =S,(S, + Si) + $,(S, — Si) 3 


done 
S.1=Scn —Sap = 88, + S) — S,(S,-S,) = 
= §(S, + S) — $,(S, - $,) —(S,- 8," = 
= $;.28; — (S, -5,)?=$,.28,-v’= $;.28,-S; = 
= §,(2S; — 1). 
Secondement, soit le dernier terme de la suite un nombre pair, de sorte que Si > Sp, l’on aura 
Sen = Sk = S,(S, + S,) + S,(S; + S,) 
S., = S,- 28, = S,(S, +S,) - 8,(S, —S,) 
Sci = Si(S + S,) + S,(S; — S,) = 
Lira SaR SD Se 
= S; . 28, — §,(S; —S,) - (S; - S,)?+ S,(S; - S,) = 
= §, . 28; — (S; — S,)?= S, . 28, - S; = 
S,(28; — 1). 


I 


21T. 
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qui est le plus grand des deux nombres , par son double est égal a son pro- 
duit par la somme des deux sommes plus son produit par leur différence. D’a- 
pres cela la somme des cubes des nombres impairs résulte du produit de la 
somme des nombres impairs par la somme des deux sommes moins le produit 
de la somme des nombres pairs, par leur différence. En méme temps il a été 
expliqué que le plus grand de deux nombres se divise dans le plus petit et la 
différence. Le produit de: la différence par le plus grand est donc égal à son 
produit par le plus petit plus son produit par elle-même, c'est a dire plus son 
carré. Par suite de cela la somme des cubes des nombres impairs résulte du pro- 
duit de la somme des nombres impairs par la somme des deux sommes moins 
son produit par leur différence et moins le carré de la différence. Mais il a été 
expliqué que le produit du plus petit de deux nombres par leur somme moins 
son produit par leur différence est exactement égal à son produit par son dou- 
ble. D’après cela la somme des cubes des nombres impairs résulte du produit 
de la somme des nombres impairs par son double moins le carré de la diffé- 
rence. Mais il a été déja expliqué que la différence est égale au nombre des nom- 
bres impairs; et il a été expliqué en même temps; dans ce qui précède, que la 
somme des nombres impairs résulte de l élévation au carré de leur nombre. | 
Il suit donc nécessairement que le carré de la différence est la somme des nom- 
bres impairs. Mais le produit de la somme des nombres impairs par son dou- 
ble , si l’on retranche ensuite du résultat la somme des nombres impairs, est 
exactement égal au produit de la somme des nombres impairs par son double 
moins un, attendu que le principe de la multiplication consiste a prendre l’un 
des deux nombres autant de fois qu'il est contenu d’unités dans l’autre. 

Si le (nombre) jusqu’auquel (la suite) s'étend est impair, le plus petit des 
deux nombres est la somme des nombres pairs et le plus grand la somme des 
nombres impairs , ainsi qu’ il a été expliqué ; et le produit du plus petit des 
deux nombres par son double est égal a son produit par la somme des deux 
nombres moins son produit par leur différence. Par suite de cela la somme des 
cubes des nombres impairs résulte alors du produit de la somme des nombres 
impairs par la somme des deux sommes plus le produit de la somme des nom- 
bres pairs par leur différence, ce qui est le produit du plus grand des deux nom- 
bres par leur somme plus le produit du plus petit par leur difference. Or, il a 
été déja expliqué que le produit de plus grand de deux nombres par son dou- 
ble est égal à son produit par leur somme plus son produit par leur différence. 
Mais il a été déja expliqué, (en outre,) que le produit du plus grand par la dif- 
férence est égal au produit du plus petit par la différence plus le carré de la 
différence. D’après cela le produit du plus grand par son double est égal à son 
produit par leur somme plus le produit du plus petit par la différence et plus 
le carré de la différence. En même temps il a été expliqué que la somme des 
cubes des nombres impairs résulte du produit du plus grand par la somme plus 
le produit du plus petit par la difference. Il s'ensuit donc nécessairement que 
le produit de la somme des nombres impairs par son double dépasse la somme 
de leurs cubes du carré de la différence. Mais il a été expliqué que le carré 
de la différence est exactement égal à la somme des nombres impairs. Par con- 


PURA ED APPLICATA. 241 


- séquent il résulte du produit de la somme des nombres impairs par son dou- 
ble diminué constamment de l'unité, la somme de leurs cubes. Et c’est ce que 
nous nous étions proposé de démontrer. 

Il a dit (1): Lorsque le commencement se fait à partir (d’un nombre) dif- tg, 48. 
férent de l'unité, vous déterminerez le nombre- des nombres, ainsi qu’ il a été 
exposé précédemment, puis la somme ou (le résultat de) l'addition à partir de 
l'unité jusqu'au (nombre) jusqu’auquel (la suite) s'étend, et ensuite à partir de 
l'unité jusqu'au nombre qui précède le commencement, et vous retrancherez le 
plus petit du plus grand. Le deux tient, pour les nombres pairs, la place de 
l'unité. On opère d'après cette seconde manière dans la sommation des carrés et 
des cubes se suivant d’après l’ordre à partir (d’un nombre) différent de l'unité. 
Sachez-le donc. 

Attendu que les méthodes produites et mentionnées (dans ce qui précède) 
pour l'addition des nombres (naturels) suivant leur ordre , et pareillement des 
nombres impairs et des nombres pairs, sont fondées sur la condition de com- 
mencer par l'unité dans les deux premiers cas, et par le deux dans le troisième, 
ainsi qu'il a été dit dans ce qui précède , elles ne s’ appliquent pas aux cas 
où le commencement se fait a partir (d’un nombre) différent de celui exigé par 
la dite condition. A cause de cela on opère alors d’après la méthode ordinaire, 

a savoir celle qui a été déjà expliquée à l'occasion de la neuvième des ques- 

tions composées, c'est à dire du cas où l’on ignore le nombre (des termes de la 
suite) en même temps que la somme. Cette méthode consiste, pour trouver le 
nombre (des termes), en ce que vous divisez la différence des deux termes ex- 
trémes par la quantité dont (les termes) se dépassent mutuellement, d'où il re- 
sultera le nombre (des termes) moins un. Ensuite vous multiplierez la somme 
des deux termes extrêmes par la moitié du nombre (des termes) d’où il résul- 
tera la somme. Ou bien (on opère alors) d’après la seconde manière, ainsi qu'il 
vient d'être dit; parce que, si quelqu'un dit: additionnez les nombres impairs 
suivant leur ordre, par exemple depuis sept jusqu'à quinze, c’est comme s’il avait 
dit: additionnez les nombres impairs suivant leur ordre depuis l'unité jusqu'à 
quinze moins la somme des nombres impairs depuis l’unité jusqu’a six. Par la 
est expliqué aussi le reste des cas, parce que le principe est le même. 

On comprend, d'après ce qui précède, que la première manière est plus par- 
ticulière que la seconde, attendu qu'elle a pour condition l'existence de la pro- 
portion arithmétique , de sorte qu'elle ne comprend pas les (cas des) carrés et 
des cubes. 

La phrase de l’auteur: « Le deux tient, pour les nombres pairs, la place 
de l'unité », signifie que, si les nombres pairs (pris) suivant leur ordre, et leurs 
carrés et leurs cubes, commencent par le deux , on opère d’après la methode 
particulière précédemment mentionnée; que, si (la suite ne commence) pas (par 
le deux), on opère d'après les deux manières qui viennent d’être mentionnées, 
pourvu que la chose demandée soit seulement d’ additionner les nombres pairs 


(1) Ces mots indiquent que ce qui suit est extrait du « Souléyement du rideau » d’Ibn Albannà, ainsi 
qu'Ibn Almadjdi en a prévenu le lecteur dans sa préface. Voir ci-dessus, pag. 228, lig. 14 à 16. 


Tom. VI. N° 5. 31 


lig. 29. 


f. 203 v. 
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\ 
(simples); simon, on emploie, pour leurs carrés et leurs cubes, la seconde -ma- 
nière exclusivement. 

Quant à la manière de trouver les côtés rationnels des cubes, et les côtés 
d'autres (puissances), et à ce qui s’y rattache, nous mentionnerons cela certai- 
nement dans le chapitre des racines, si Dieu, le Tres-Haut, le permet. 

Il a dit: L’ exposé (des propriétés) des carrés est fondé sur (celles ) des 
triangles, et pareillement (la théorie) des pentagones et des autres nombres fi- 
gurés. Expliquons donc cela, et expliquons la manière de les trouver, ainsi que 
l'opération (dont on se sert\ dans ce (but) et dans leur addition. | Tout cela est 
compris dans l'opération mentionnée dans le Traité. Je dis donc que les Arith- 
méticiens placent les nombres suivant leur ordre dans une ligne, et les appel- 
lent « côtés », en les assimilant aux lignes; qu'ils considèrent I’ unité comme 
contenant virtuellement toutes les figures, de sorte qu'elle est côté, triangle, 
carré, et chacune des autres figures virtuellement; qu'ils additionnent l’ unité, 
comme triangle, au deux comme côté, d’où résulte le second triangle, et qu'ils 
additionnent ensuite celui-ci au trois, comme côté , d’ où résulte le troisième 
triangle, etc. 


EU (1) Puisque donc nous avons obtenu comme résultat ces 
quantités composées, multiplions le cnbo-cube par un. Il en résultera (le cubo- 
cube) lui-même, et nous le posons dans une première ligne. Ensuite nous mul- 
tiplions le quadrato-cube par dix, et nous posons le résultat dans une seconde 
ligne. Après cela nous multiplions le côté , c’est à dire le seize, par le coeffi- 
cient des cubes, et nous posons cela dans une troisième ligne. Enfin nous pla- 
cons le coefficient du carré dans une quatrième ligne. Nous additionnons les 
quatre lignes, d’où il provient ce qui se trouve au-dessus du trait, et cela est 
le résultat du premier membre de l’equation. 

Ensuite nous multiplions le carré-carré par le coefficient du cubo-cube, et 
nous posons cela dans une première ligne. | Nous multiplions le cube par le 
coefficient du quadrato-cube et nous posons cele dans une seconde ligne. Puis 
nous multiplions le carré par le coeflicient du carré-carré, et nous posons cela 
dans une troisième ligne. Nous additionnons ces trois lignes, et il résulte ce qui 
se trouve au-dessus du trait. Cela est le résultat du second membre de l’equa- 
tion, et est conforme au premier 


(1) Pour l'intelligence de ce qui suit je ferai observer qu'il s’agit ici de vérifier l’équation: 


x8 + 10 27 + 648000 2? + 18662400 22 = 461 25 + 540025 + 15480 xt, 
et que l’on a 


x = 16 ah = 65536 
x? = 256 x = 1048576 
x? = 4096 a$ = 16777216. 
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56293376 | 56293376 





S| premier |16777216| E | premier |30212096 
E 2| second 10485760 Ss second 22118400 
2.3 | troisième |10368000 2 S| troisième | 03962880 
2 7| quatrième | 18662400| — 


Il est évident par la que la différence entre les deux parties est deux carrés 
moins dix, et non dix moins deux carrés, si par hasard vous aviez d’abord sup- 
posé cette différence égale à dix moins deux carrés. 

Vous êtes arrivé, dans cet exemple, à ce qui a été expliqué précédemment, 
a savoir que l’on ne doit pas affirmer qu'une solution ne peut pas être juste, 
a moins d'avoir passé, pour les deux résultats opposés qui résultent de |’ au- 
ementation apres la diminution, d’un nombre au nombre immédiatement suivant. 
Alors la justesse sera déterminée dans cette dernière forme. Conduisez donc l’o- 
pération dans ce cas conformément à ses conditions, et vous opérerez juste, si 
Dieu, le Très-Haut, le permet. 

J'ai proposé tous les problèmes de cette section comme des (cas particu- 
liers) dérivés d’un seul (problème) fondamental, afin de rendre évident par la 
que de tous les problèmes précédemment mentionnés il peut être déduit une in- 
finité (de cas particuliers). 

Que ceci soit la fin de ce que nous avons présenté dans cette composition 
bénie. Dieu seul connait la verité. 

L’achevement de cet (ouvrage) cut lieu a l'aube du jour béni de mercredi, 
le sixième (jour) du mois sacré de Dzoùl-hidjdjah de V année huit cent trente 
quatre (1), par la main de celui qui a besoin du Dieu Tres-Haut, qui l’a écrit 
et composé, Ahmed Ibn Almadjdi le chäféite, puisse Dieu pardonner à lui, à 
ses père et mère, et à tous les musulmans, amen, amen. Que la bénédiction et 
le salut de Dieu soient sur la plus noble de ses créatures, Mohammed, et sur 
sa famille. 

Ceci est la fin de ce que j'ai trouvé dans Vexemplaire de mon seigneur , 
qui fut écrit de sa main ; puisse Dieu le Tres—Haut prolonger sa vie ; sur le- 
quel (exemplaire) j'ai copié le présent exemplaire. L’achevement de la copie de 
présent exemplaire eut lieu vers midi, le lundi, dix-septième (jour) du mois de 
Rabia second de I’ année huit cent quarante (2). Et cette copie fut faite pour 
son propre usage, et pour l’usage de qui il plaira à Dieu après lui, par l’es- 





(1) Cette date correspond au mercredi, 15 août 1431 de J.-C. 

(2) Le Catalogue des Mss. orientaux du British-Museum donne ici, comme date du mois, dans le texte 
qu il reproduit, le vingt septième, et dans la traduction latine dont il accompagne ce texte, le vingt-sixième 
L’ un et l’autre est erroné. Le Ms, porte en réalité le dix-septieme ; et ce qui preuve en outre que cette 
lecon est la bonne, c'est que le jour dont il s’agit doit être en Lundi (feria secunda), ce qui a lieu en effet 
pour le 17 Rabia II de l'année 840 de l’hegire qui correspond au lundi 29 octobre 1436 de J.-C. , tandis 
que le 27 Rabia II de l’année 840 de l'hégire est un Jeudi. 
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clave qui a besoin de la miséricorde de son maitre le riche et l’eternel, Aboùl 
Baragàt Mohammed Ben Mohammed Ben Mohammed Al’iràkì , puisse Dieu par- 
donner à lui, à ses pere et mère, aux docteurs (qui l’ont instruit), et à cha- 
cun de tous les musulmans, amen. Que la bénédiction et le salut de Dieu soient 
sur notre seigneur Mohammed, sa famille et ses compagnons. Dieu nous suffit, 
c'est le meilleur des protecteurs. 
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MANUSCRIT COTE CCCCXIX DES MANUSCRITS ORIENTAUX DU BRITISH MUSEUM 
(7470 DES MANUSCRITS ADDITIONNELS) 


(Volume in 4° de 114 feuillets en papier, dont les deux premiers, et les deux derniers sont des feuillets de 
garde non numérotés. Les 110 autres feuillets sont numérotés aux rectos avec les numéros 4 à 110 
éerits au crayon en chiffres modernes, et aux versos avec les numéros 4 à 100 et 1 à 40 écrits à l'encre 
en chiffres arabes orientaux. 

Ce manuscrit est occupé depuis lig. 1 du verso du feuillet numéroté 3, jusqu'à lig. 11 du recto du feuillet 
numéroté 110$, par la copie d’un Traité intitulé « La clé du calcul » par Djamchid Ben Mas’ oùd 
Ben Mahmoüd, le médecin, surnommé Ghiyàth (Eddin) Alqâchäni. La copie est datée du lundi, (2 ?) 
Chawwal de l’année 997 de l’hégire, ou (probablement) 14 août (1), 1589 de J.-C. 

Le verso du feuillet numéroté 1, et le recto et verso du feuillet numéroté 2, sont occupés par un premier 
projet de la préface qui se distingue de la rédaction qui occupe le verso du feuillet numéroté 3 , 
particulièrement en ceci qu'il renferme une dédicace adressée au célébre Sultan de Samarkand, Ouloug 
Beg Goùrgàn, et une table très étendue des contenus des chapitres de l’ouvrage entier. 

L'auteur fut un des astronomes qui prirent part à la rédaction des Tables d’Ouloug Beg, mais mourut avant 
l’achévement de cette oeuvre. Comparer Thomas Hyde, Tabulae long. ac lat. stellarum fixarum, ex 
observatione Ulugh Beighi; Oxonii, 1665, in-4°, douzième page (non numérotée) de la « Praefatio ad 
» lectorem », lignes 3 à 4 et 18 à 24. La préface de la « Clé du calcul » dont je fais suivre ici la 
traduction, contient des indications nombreuses et intéressantes sur les autres ouvrages de Djamchîd 
Ben Mas’oüd. 

Les numéros des feuillets marqués en marge des pages 22 à 25 de la traduction ci-après se rapportent à la 
numération écrite au crayon et mentionnée ci-dessus. 


A, nom de Dieu clément et miséricordieux. Louage à Dieu qui est unique 
pour la création des unités, et qui est seul cause de la composition des nom- 
bres (2). Que sa bénédiction soit sur la meilleure de ses créatures, Mohammed, le 
plus puissant des intercesseurs au jour terrible de la résurrection, sur sa famille, 
et sur ses enfants qui guident dans les chemins du salut et de la bonne direction. 

Pour en venir au fait. Celui qui, parmi les créatures de Dieu, le Très-Haut, 
a la plus besoin de son pardon, Dyamchid Ben Mas'oùd Ben Mahmoüd, le me- 
decin, surnommé Ghiyäth Alqachani, que Dieu fasse prospérer se situation, dit: 

J'ai fait des opérations du calcul et des règles géométriques l’objet d'une étude 
approfondie, de sorte que j'en ei saisi les vrais procédés et que je suis parvenu 
au plus haut point dans leurs finesse. J’en ai éclairci les parties obscures et dif- 
ficiles, et j’en ai résolu les questions douteuses et compliquées. J'ai découvert 
des règles et des théorèmes nombreux concernant ces sciences, et j'ai obtenu la 
solution de problèmes qui avaient paru tellement ardus à beaucoup d'autres sa- 
vants qu'ils avaient renoncé à s’en occuper. C'est ainsi que j'ai refait le calcul 


(1) Le mois de Chawwäl de l’année 997 de l’hégire comprend 4 lundis qui correspondent respectivement 
aux 14, 21, 28 août et 4 septembre de l’année de 1589 de J.-C, La date numérique du jour du mois manque 
dans le manuscrit. 

(2) Dieu est le représentant par excellence de l'unité, et l’unité est, par le moyen de la composition, 
le principe de la formation des nombres, « fons ot origo numerorum », 
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de toutes les colonnes des tables Ilkhäniennes (1) d’après les méthodes les plus 
exactes, et qui j'ai composé les tables appelées Khakaniennes en vue de com- 
pléter les tables Ilkhäniennes (2). J'y ai réuni tout ce que j'ai inventé en fait 
d'opérations astronomiques, et qui ne se trouvait point dans d’autres tables, en y 
ajoutant des démonstrations. géométriques. J'ai composé aussi les Tables servant à 
faciliter les opérations, et divers autres tableaux. 

J'ai composé, en outre , des mémoires, (tels que le mémoire intitulé) le 
Parfait, sur les (5) doutes qui se sont présentés aux anciens au sujet des dis- 
tances et des volumes ; le mémoire (intitulé) le Contenant , sur le rapport du 
diamètre a la circonférence, et le mémoire (intitulé) la Corde et le Sinus, sur la 
manière de déterminer ces deux {lignes) pour le tiers d'un arc dont on connait 
la corde et le sinus. Ce dernier (probleme) est encore un de ceux qui ont of- 
fert des difficultés aux anciens , ainsi que l’a dit l’auteur de I’ Almageste en 
s'exprimant a ce sujet en des termes qui signifient ce qui suit. Il n'existe pas 
de méthode en aucune façon, pour connaitre linéairement la corde du tiers d’un 
arc dont on connaît la corde. Or, puisque’il en est ainsi, nous avons imaginé 
un artifice pour trouver la corde d'un dégré avec une approximation tres-exa- 
cte (4). Et pareillement il a dit auparavant, au sujet de la manière de trouver 
la corde d’ un demi-degré , qu’il n’ existe pas de méthode pour la déterminer 
(d’une manière absolue). 

J'ai aussi inventé I’ instrument appelé le Disque des zones , et j'ai écrit 
sur la manière de le construire et d’(en) connaître (l'usage) un mémoire intitulée 
les Délices des jardins. C'est un instrument qui sert à déterminer les longitudes 
vraies des planètes, leurs latitudes, leurs distances de la terre, leurs rétrogra- 
dations, les occultations et les éclipses, et tout ce qui s’y rattache. 

J'ai trouvé des réponses à des questions nombreuses que m’ avaient pro- 
posé les plus distingués des calculateurs, soit pour me mettre à l'épreuve, soit 
pour s'instruire; et quoique ces questions n'aient pas été toutes rédusibles aux 
six cas algébriques (3), je suis parvenu , a I’ occasion de ces opérations, à des 
théorèmes nombreux , a l’aide desquels les opérations du calcul peuvent être 
traitées de la manière la plus aisée, d'après la méthode la plus facile, avec le 
moindre travail, avec la plus grande utilité, et en présentant l'exposé le plus clair. 

J'ai donc jugé convenable de les ressembler dans un recueil, et j'ai forme 
l'intention de les développer avec clarté, de manière que ce soit un manuel pour 








(1) Les Tables Ilkäniennes furent composées par le célèbre astronome Nacir Eddin Althoüci (né en 
1201 et mort en 1274 de J.-C.) en honneur du Khan mongol Houlagou qui mit fin au Khalifat de Bagdad 
par la conquête de cette ville en 1258 de J.-C. , et qui fit construire pour Nacir Eddin I’ observatoire de 
Meraghah. 

(2) Ces mots à partir de « appelées » sont laissés en blanc dans le texte ms. Je les ai rétablis au moyen 
du passage correspondant, fol. 1 v? du ms., dans le premier projet de la préface. 

(3) Au lieu des mots « le Parfait, sur les », le passage correspondant du fol. 1 v.° porte: « par exem- 
ple le mémoire intitulé L’échelle du ciel, sur la solution des ». 

(4) Comparer; composition mathématique de Claude Ptolémée , traduite etc. Par M. Halma , T. I, 
Paris, 1813, in-4.° Pag. 34, lig. 5 et suiv. du texte grec. Il me semble qu'en cet endroit la traduction fran- 
caise ne serre pas d’assez pres les expressions de l'original. 


(5) C’est à dire à des équations du premier ou du second dégré. Les six cas dont il s’agit sont repré- 
sentes par les équations 


a, Pas, P=a, x+ax=b, x+a=ba, x? = ax +b. 


PURA ED APPLICATA. 247 


les amateurs , et un moyen d’ augmenter encore la perspicacité des personnes 
douces d'intelligence. 

Exemple. Nous désirons (connaître) la somme des résultats des produits 
(formés) pour chacun des nombres jusqu'a six, (en multipliant d’abord chaque 
nombre) par le (nombre) suivant, puis le résultat par le (nombre) suivant. Nous 
additionnons (les nombres) depuis l’unité jusqu’au cinq. Ce sera quinze. Nous 
multiplions cela par quatorze. Il résulte deux cent dix, ce qui est la quantité 
cherchée (1). | 

Deuzième règle. Si nous desirons (connaître) la somme des carrés des nom- 
bres suivant l’ordre depuis l’unité jusqu'a combien nous en voulons, nous ad- 
ditionnons une unité au double du dernier nombre et nous multiplions un tiers 
de la somme par la somme des dits nombres (2). 

Exemple. Nous désirons additionner les carrés des nombres suivant l’ordre 
depuis l'unité jusqu’a six. Nous ajoutons au double de ce (dernier nombre) une 
unité. Il résulte treize, ce dont le tiers est quatre et un tiers. Nous multiplions 
cela par la somme des dits nombres, laquelle est vingt et un. Il résulte quatre- 
vingt onze. 

Treizième règle. Si nous désirons additionner les cubes des (nombres) sui- 
vant l’ordre depuis l'unité (jusqu'a) combien nous en voulons, nous multiplions 
la somme de ces nombres par elle-même; il résultera la quantité cherchée (3). 

Exemple. Nous désirons (connaitre) la somme des cubes des nombre sui- 
vant l'ordre depuis l'unité jusqu'a six. Nous additionnons ces nombres. Ce sera 
vingt et un. Nous multiplions cela par lui-même. 11 résulte quatre cent quarante 
et un, ce qui est la quantité cherchée. 

Quatorzième règle. Si nous désirons (connaître) la somme des carré-carrés 
des nombres suivant l’ordre a partir de l’unité, nous retranchons de la somme 
de ces nombres une unité et nous prenons constamment un cinquième (4) du 
reste. Nous l’ajoutons a la somme des dits nombres, et nous multiplions ce qui 
en provient par la somme des carrés des mêmes nombres. Il résultera la quan- 
tité cherchée (3). 

Exemple. Nous désirons additionner les carré-carrés des nombres suivant 
l'ordre depuis l’unité jusqu’a six. Nous prenons la somme de ces nombres, ce 


(1) Bere Let Lin. Di 
Seen] 
Karren Fan irn 1) — 4). 


(2) 1249249 +...+ n= lH etsy... tn. 
(3) 15 +22+3+...+n=[1+2+3+...4 7. 


(4) Le texte ms. porte ici « un tiers ». Mais l'exemple qui suit prouve que ce n'est qu'une erreur 
de copiste. 


(5) 14254354... nt = (71 e bn di LEN BR HERE n} |: 
N a it ae TR rho} Gn + 15n' + 10n? — n}. 


f. 76 r. 


F. 


16 è. 
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qui est vingt et un. Nous en retranchons une unité; il reste vingt. Nous en 
prenons le cinquième, ce qui est quatre. Nous l’ajoutons à vingt et un; il pro- 
vient vingt cing. Nous multiplions cela | par quatre-vingt onze, ce qui est la 
somme des carrés des mêmes nombres. Il résulte deux mille deux cent soixante 
quinze. 

Quinzième règle. Si nous désirons (connaitre) la somme des puissances 
suivant l'ordre pour un nombre quelconque à partir de la première puissance, 
ce qui fait encore partie de ce que nous avons découvert (1), nous retranchons 
de la dernière puissance constamment une unité, et nous multiplions le reste 
par la première puissance. Nous divisons (ensuite) le résultat par un nombre 
moindre d’une unité que la première puissance. Ce qui résulte est ce que nous 
avions désiré. 

Autre manière. Nous retranchons de la dernière puissance la première puis- 
sance, et nous divisons ce qui reste par un nombre moindre d’une unité que 
la première puissance. À ce qui en résulte nous ajoutons la dernière puissan- 
ce, afin quil résulte la quantité cherchée (2). 

Exemple de la première manière. Etc. 


(1) Le texte ms. fait suivre ici le passage que voici: « nous multiplions la première puissance par la 
» dernière puissance et nous retranchons une unité de la première puissance; ce qui résulte est la quantité 
» cherchée. Exemple. » Apres ce dernier mot le texte continue avec « Nous retranchons etc. » Il est évi- 
dent que ce passage ne se trouve intercalé à cette place que par la méprise d’un copiste très-négligent. En 
général cette partie du ms. est copiée avec peu de soin. 


(2) at? + où + .… + at = 


(ar — Ma _ar— à 
dI ore 





+ ar. 











SULL’ INTEGRAZIONE DELL’ EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI 
A COEFFICIENTI COSTANTI FRA DUE VARIABILI 


MENSRORIA 


DEL PROFESSOR 


BARNABA TORTOLINI (*) 





1° I Geometri si sono molto occupati, e da lungo tempo sull’ integrazione del- 
|’ equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti fra due variabili x, y. Sono co- 
munemente cogniti i differenti metodi da essi adoprati, ed uno dei più eleganti può 
esser quello che desumesi dall’ analogia delle potenze con le differenze, come può 
vedersi in particolar modo dalle Memorie del sig. Cauchy pubblicate nel 2° vol. de- 
gli Exercices de Mathematiques od anche nelle Memorie dell’Accademia delle Scienze. 
Noi premettendo pria qualche generalità sull’ integrazione delle equazioni, ed alcune 
formole fondamentali sull’ analogia delle potenze con le differenze passeremo a risol- 
vere la questivne propostaci. 

2° Sia ui 


un’ equazione finita fra due variabili x, y, la quale differenziata darà 
Ada + Bdy = 0 


viceversa w==(0 potrà esprimere liintegrale dell’ equazione differenziale; ma siecome 
il medesimo differenziale può ottenersi dall’ Equazione 


uz a 


essendo a una costante arbitraria; così diremo che l'integrale completo dell’ equa- 
zione differenziale del primo ordine dovrà contenere una costante la quale può es- 
sere svanita nella differenziazione; nello stesso modo, prendendo u qual funzione della x, 


il differenziale secondo d?u= 0 potrà provenire dalla equazione 
u=a+bax 


(*) Questa Memoria fu redatta da lungo tempo: e dopo una tal redazione mi occupai con qualche 
estensione sulle applicazioni del Calcolo dei Residui all’ integrazione delle equazioni. Potendo ancora 
questa Memoria dar motivo a promuovere i metodi generali, si è creduto non del tutto inopportuna la 
pubblicazione. 


Tom. VI. N. 6. 32 
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essendo, a, b due costanti arbitrarie, ed x la variabile indipendente, similmente 
— à + ba + cx’ 


verificherà l’equazione differenziale del terzo ordine d°u — 0, per cui il suo inte- 
grale completo dovrà contenere tre costanti arbitrarie le quali possono essere svanite 
nella differenziazione; in generale chiamando C,, G,, Ca, Cz... Cnr) n costanti ar- 
bitrarie ; I’ equazione finita 


u = C+ Ca + Cr + Ce + ... + Canon 2"! 


esimo 


verificherà l'equazione differenziale d'u == 0 dell’ ordine n e ne sarò il suo in- 
tegrale completo, contenendo altrettante costanti di numero indicate dall’ ordine del- 
l'equazione; se nell’ integrale completo si ponga una, o più costanti eguali a zero, 
o pure si eguagliano fra di loro alcune di esse, allora I’ integrale non cessa di ve- 
rificare l’equazione differenziale dell’ ordine n°“”° , e si chiamerà integrale particolare, 
quando in esso il numero delle costanti oltre di essere minore dell’ ordine dell’equa- 
zione verifica l'equazione differenziale ed è compreso nell’ integrale completo; ciò è 
molto importante di avvertire, mentre vi sono alcune espressioni finite, le quali 
quantunque verifichino l’equazione differenziale, contultociò non sono comprese nell’in- 
tegrale completo per qualunque valor particolare che si volesse attribuire alle ar- 
bitrarie costanti; si fatte espressioni si chiamano soluzioni particolari dell’ equazioni 
differenziali. 

3° Passiamo ora alle dimostrazioni di alcune semplicissime formole riguardanti 
l analogia delle potenze con le differenze. Se abbiasi I’ espressione differenziale 


dz = f(a) de 
è chiaro che I’ integrale si rappresenterà 
z— f(a) de. 


Le diverse espressioni tanto differenziali, che finite si possono porre sotto forme sim- 
boliche, se la derivazione delle funzioni si indichi con una lettera unica D, per cui 
sia lo stesso il significato delle due formole 


— = f (x) e Dali): 


Considerando D qual fattore simbolico della z, è evidente che la derivazione delle 
funzioni viene espressa da prodotti simbolici della lettera D con la funzione 2; 
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quindi anche il suo integrale simbolico sara 


In un modo del tutto simile le due formole identiche 


d’z 


avranno per integrale, il secondo dei quali simbolico 


s=Jfe(jie, ¢ sath 





dunque la lettera D" a guisa di potenza, e prodotto di una funzione indicherà un 
numero n di derivazioni e la medesima a forma di divisore indicherà un’ integrale 
multiplo dell’ ordine n. La stessa notazione si estende per più derivazioni eseguite 
sopra una, 0 più funzioni, e di diverso grado; così se F (r), f(r) indicano altret- 
tante funzioni intere di grado m, n, della forma 


rf (r) = ri, a ar À le LH cia Te ro siedo 
Fr) =r" + br" + ba"? +... + dm 


e si avessero |’ espressioni differenziali eguali 





d'u dal de ty ya d'-°u A 
da” dr 2 A Pb à x 
df, (a) faq ECS d” 7, (x) 
dar gg es se Pa) 


secondo la notazione delle derivate si avrebbe 
D'u a, Du +a Du +... + au 
= D” f(x) + b, D f(x) + 6, D f(x) +... + bu f(x) 
od anche secondo l’espressioni simboliche 
f(D) u = F (D) f(x) 
quindi I’ integrale parimenti simbolico sarebbe 


D 
ate to 


f D) 
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Le precedenti avvertenze bastano a dedurre che indicando sempre con F (r), fr) 
altrettante funzioni intere della r, un complesso di derivazioni sopra una funzione 
indicata dai simboli F (D) f (D) possa invertersi mediante l’eguaglianza 


F (D) (1 fa) = 10) (FD) f(a) =(t) FD) rt 


Infine le quantità esponenziali sono assai proprie a farci conoscere alcuni risultati de- 
gni di essere osservati; infatti indicando per r una costante reale, od imaginaria 
avremo evidentemente 

D’ et = r" er 


Nello stesso modo 

Dista (rr + D-f(@)) 
od anche simbolicamente 

D.e™ f(x) = e™ (r + D) f(x) 
Proseguendo la derivazione si avrebbe 
D?.e"*= (r + D) D.e™ f(x) = e” (r + D} f(x) 
purchè si muti la potenza in ordine di derivazione; ed in generale si stabilisce 
D". e f(x) = e™ (r + D)" f(x) 

Da queste si deduce ancora I’ altra 

F (D) e f(x) = e*F (r + D) f(x). 


4° Nel caso che F (r) sia una frazione razionale, le formole stabilite rappresen- 
tano altrettanti integrali, che se nell’ ultima formola si sostituisce e"* f(x) in luogo 
di f(x) deduciamo una nuova espressione simbolica 


F (D) f («) =e" Fir + D) ef (a) 


della quale noi ne faremo un gran uso nell’ integrazione dell’ equazioni lineari. Siamo 
ora in portata a risolvere due problemi semplicissimi, 1 quali e’ introdurranno nella 
integrazione dell’ equazioni lineari, e che essi stessi contengono, od esprimono gli 
integrali di due equazioni differenziali particolari, e che sono inclusi nel seguente 
enunciato. 

Determinare il valore di una variabile y funzione della x, la quale debba ve- 


n 


rificare la condizione in = 0 ossia D'y = 0 
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o più generalmente 


d” 
Pe =f (x), ossia D’y = f(x) 


essendo f(x) una funzione qualunque della x: alla prima condizione si sodisfa im- 
mediatamente , col richiamare quanto abbiamo esposto al principio di questo Capi- 
tolo, e che riguarda l’integrazione di equazioni qualunque differenziali ; cioè, 


y = C+ Gr + Cr + Cyr + ... + Cnn 2" 


essendo C,, C,, Ca... Cr) altrettanti costanti, ed esprimerà evidentemente l’inte- 
grale completo dell’ equazione differenziale 


D’y = 0 
Riguardo alla seconda osserveremo primieramente che se un integrale indefinito 


u = f f(x) de 


comincia dal valore z= x, si potrà rappresentare sotto la forma dell’ integrale de- 


finito. “= | f (2) dz 


Cid posto il valore della y che dovra verificare la seconda delle nominate condi- 
zioni sara |’ integrale multiplo 


= fife 
ue {È faro da” 


se I’ integrale ha origine da x = x,: che se questo si assoggetti ad n — 1 deriva- 


US x cé x 
= [ey de = fre as 


Dy = fre) dz 


Compongasi ora |’ integrale definito 


Sts) ee 
[. ee) dz 


od anche 


zioni sarà 


od anche 


L/ 
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e si assoggetti ad n — À derivazioni riguardo alle x risulterà evidentemente 


| fe) de 


dunque I’ integrale multiplo dell’ ordine n; cioè 


0 pe x __ g\r—1 
f | f(x) da” 2 5 I Mesh 1e Sole) sE 


PON) =O 


si eguaglieranno, ossia 


x x Ten LA Sri 
I, | far fe dz 


1750 


purchè si mettano in evidenza le costanti arbitrarie che possono essere svanite nella 
differenziazione. Dalle cose fin’ ora esposte risulta che I’ equazione differenziale 
D'y = f(x) si verifica con un integrale definito cioè 


= (15 1.2.3.. dala da 


sviluppando il binomio secondo le potenze ascendenti della 2, si potrà mettere sotto 
la forma 


28 x" (n— el n—2 ‘ (n—1) (n—2) n—3 vr ER 
ES AL ik Gitomer [ifn 13 © | FF) 


+ ab [ mf (a) «| 


Che se per ogni integrale mettiamo in evidenza una costante, e si rappresentino per 
le nuove costanti, le antiche divise respettivamente per i prodotti 








1.2.3...n—1, 12.3..n —92," 41.2.3...20— 3.,... 
si avrà evidentemente un risultato della forma 


Y = Car) C+ Cali ire eee = C2 + C, 


1 - Ge 
7723.01 Ga [re Be | 46) 
+ = [era] 
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A questa medesima formola saremmo giunti decomponendo I’ integrale multiplo in 
altrettanti integrali semplici mediante il principio dell’ integrazione per parti; dun- 
que l’integrale completo della proposta equazione differenziale sarà espresso dalla 
formola 
y = C+ Gr + Ge +. + Ca 
1 fi dei a 
rte 1.23.01) (x — 2) [ (2) 3 
Ognun vede che si compone di due parti la prima delle quali corrisponde a f (z)=0. 
Se in luogo della f(x) si avesse la funzione e "*f(x) allora l’integrale dell’ equa- 
zione 
D'y — ET’ f (a) 


sarebbe evidentemente 


a Me 1 


IA 


ei Bere (er Cd t+ 1 ——— 
REITS ti de Data 1.2.3, —1 


Questi due esempi solamente bastano per poterci far conoscere 1° integrale dell’ equa- 
zioni lineari a coefficienti costanti ed in tutti i casi possibili. Ci rimane ad avver- 
tire per la brevità delle formole che una somma di termini simili della forma 


ut ut Ut Ut + Un 


verrà da noi rappresentata con il simbolo sommatorio Ÿ posta avanti la lettera wu, 


in modo da aversi 
U tut ut U .. + U = Su. 


5° Sia ora data un'equazione differenziale lineare dell’ ordine n a coefficient 
costanti, ove il secondo membro sia zero, sarà essa della forma 


d'y a Ay 
(do dx" + a, da"— + a rs ... ate a, y == 0 


la quale secondo la notazione della derivata sarà anche 
a, D'y + a, D'* y + a, D'*y +... Bay = 0 
quindi ponendo sempre per brevità 
F (r) =ar ar Far OH... +0, 
si potra simbolicamente rappresentare dalla formola 


E (D)y = 0 
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Per dedurre da questa il valore della funzione y, od in altri termini il suo integrale 
completo, vediamo se fosse possibile di soddisfarei per un seguito di esponenziali a 
coefficienti ed esponenti indeterminati; vale a dire ponendo 


y= D Ac” 
essendo e la base dei logaritmi iperbolici A, ed r due costanti indeterminate; il 


supposto valore della y, dovendo verificare |’ equazione differenziale avremo per le 


formole di sopra stabilite. 


F (D) y =F (D) Y Ae = Y Ae™ F (r) =0 


quindi quante volte abbiasi F (r) = 0, sara soddisfatto all’ equazione differenziale ; 
dunque una radice qualunque dell’ equazione algebrica 


QT" + ar t+ Ar +. + a, = 0 
potrà somministrarei un’integrale della forma Ae™; e per conseguenza 
y n= A,e"o* + ATE TS + A,e"2* + pre + ASTI ena® 


sarà l’integrale completo, quando r,, Tr, r,...r,_, rappresentino tutte le radici del- 
l’equazione F(r) = 0 e nel medesimo tempo i coefficienti A, , Ar, A,... A,_, 
sieno funzioni delle medesime, o ciò che forma le stesse funzioni dei coefficienti 
Go y @,..-@,, dunque |’ espressione sommatoria 


y Aes 


rappresenta l’integrale completo quando il coefficiente A generico assuma i valori 
particolari” A» A,,A,, A,...A,_, per la sostituzione delle r,, r,, raf: & sono 
evidentemente n costanti A,, A,, Ag... A,_, quali possono essere svanite nella dif- 
ferenziazione; siccome poi ciascun termine A,e”*, A,e”*...A,_, e'»-ı" verifica l’equa- 
zione differenziale, e sono inclusi tutti nella somma ne verrà che rappresenterà ognuno 
un’integrale particolare; per conseguenza l’integrale completo è eguale alla somma 
degli integrali particolari. Questo metodo però suppone che nessuna delle radici del- 
l'equazione F(r) = 0 possa ricevere valori comuni, od in altri termini che F(r)= 0 
sia priva di radici eguali; in questo caso -il valore della y, di sopra trovato rap- 
presenterà soltanto un’ integrale particolare e non già un’ integrale completo; ed in- 
fatti supponiamo per esempio r, =r, avremo 


Ur (A,+ A;) ed + A,e”2* Lt... + Ages en A? 


e siccome A, + A, esprime una costante unica, così è evidente che nella y vi sa- 
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ranno n—A costanti e non già n costanti quali si richiedono per l’ integrale com- 
pleto; a questo inconveniente facilmente si rimedia, quando la F (r) si decomponga 
in fattori (r — r,)” (r — ra) (r — r3)... ove per maggior generalità si supponga che 
m radici siano eguali fra di loro, e le rimanenti n — m disuguali. 

6° Sia pertanto 9(x) una funzione incognita, e si supponga 


y = eo 9 (x) + D Be” 


intendendo che il segno Ÿ si estenda soltanto per le n—m radici, e la 9 (x) una 
funzione tale da contenere m costanti; allora è chiaro che il valore delle y sarà l’in- 
tegrale completo; per conoscere pure la forma della y si avverta che dovremo avere 


al solito F (D) y = F (D) ev 9 (x) + F (D) N Be = 0 
ovvero per le formole di sopra stabilite 
F (D) y = eo F (r, + D) 9 (x) + U Be” F (r) = 0 


Il secondo termine svanisce evidentemente per la sostituzione delle r, r,.. radici 
nella F (r), dunque si dovrà soddisfare alla condizione 


F (rt D) ? (x) = 0 


ora è facile il vedere che come F (r) svanisce m volte per r =r, così F(r,+D) 9(a) 
dovrà svanire m volte per r,+ D =r, ossia per r,+ D— r,= 0, dunque infine 
dovrà verificarsi I’ equazione differenziale 


Deniz) (0 


ma per le formole di sopra stabilite abbiamo veduto che una simile funzione sara 
della forma 
o (x) = C+ Ca + C+. + Cna”! 
dunque in fine 
y= 6e" 9 (x) + Ÿ Be” 


potrà rappresentare |’ integrale completo dell’ equazione assumendo per g(x) il tro- 
vato valore; è facile estendere quesio risultato al caso che Fr) si decomponesse in 
altrettanti fattori multipli, ed infatti supponiamo che la F (r) sia della forma la più 


generale F (r) = (r enni... 


ed insieme il grado n sara 
n= m+ m+ m’+ m" 
Tom. VI. N. 6. 33 
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è chiaro che I’ integrale completo sarà la somma 
y = eo" 9 (a) + ei" o, (2) + 6 9, (2)... 
quando per 9(£), 9, (2), 9. (x) .... si assuma 
9 (av) = C+ Cr + Cr +... + Cn_10”* 
pt) = Ch + Ce + Ce +... + Ci 2 
qo(e) = C" + Che+ Cat Ci 0°! 


od anche più brevemente 
y = > e“ g (x) 


7° La medesima formola può ricevere alcune altre trasformazioni che è im- 
portante di conoscere; ed infatti se per D, si indichi la derivazione riguardo alla 
indeterminata r , e per $ (r) una funzione arbitraria della medesima r, I’ integrale 
completo potrà essere ancora 


y=Y De" 4 (1) 


il segno Ÿ si estende a tutte le radici r,, r,, 7... che supporremo multiple ed il 
numero m a dover ricevere i valori m', m", m" la somma dei quali è eguale ad n, 
ed avremo evidentemente 


F (D)y= YD F (D) e* 4 (r) = 0 


ossia F (D) y= > Dr d.(e) e F (r) = 0 s 

mentre F(r,) =0, F(r,)=0...e siccome per m'— 1 derivazioni s’ introducono 
m' costanti, e per m"—41 derivazioni altre m” costanti, così per la somma delle 
m — 1, m'— 1... derivazioni s’introdurranno m'+ m'+ m”... = n costanti, quante 


se ne richiedono per l'integrale completo; riprendasi ora la formola 


y= SD" e" (r) 


e si eseguiscano le derivazioni riguardo Le r; otterremo la formola simbolica per 
l’integrale completo 


y= Ne +D,)"4(n) 


d’ onde sviluppando, ed eseguendo le indicate derivazioni nella funzione arbitraria 
$(r) sara 


¥ == es x (v0 Comme SI (m — 1) y' (r }® pet hé | gi) n) 
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e ponendo per brevità 
Ÿ (r) a os > (m ae 1) Us (r) = Caza eee eae (r) = C, 


avremo la coincidenza di questa con la formola y= Ye” 9 (x). Molte altre forme 
si potrebbero dare a questi integrali, ma su questo parleremo quando indicheremo 
diverse altre trasformazioni che possono subire gli integrali dell’equazioni differen- 
ziali lineari; passo all’ altra equazione più generale vale a dire 
d"y d'y Cau 
do gi que Paquet À RICE +a,y= f(x) 


ovvero a, D'y +a,D'7y+a,D'7y+...+a,y= f(x) 


e che secondo la notazione di già stabilità si potrà scrivere più brevemente 


quindi |’ integrale simbolico 





1 FD) 


la quale sarà evidentemente il valore di una frazione razionale composta del grado 
n riguardo alla caratteristica D; così per esempio, se l'equazione differenziale fosse 
del primo grado, e per maggior semplicità della forma 


Dy —ry = f(x) 
si ponga prima sotto l’aspetto di moltiplicazione della y, cioè 
(D—r)y = f(x) 
quindi |’ integrale simbolico 
pesellaln 
AD Sr 


Di questa se ne delermina immediatamente I’ integrale , col riprendere una formola 
di già dimostrata vale a dire 


F (D) f(a) =e F (r + D) e" f(x) 
dunque ponendo 





sarà evidentemente 


pl Le TO Lex fem fay da 
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quindi ponendo in mostra la costante risulterà I’ integrale completo 


y= e* (+ fe fle) de) 


ove se I’ integrale principia da x = x, si potrà anche scrivere 


Vi “(+ | Pedy wd, ts) 


e che si comporra dei due termini 
gr tea + | er) F(z) dz 
26 
8° Riprendo pertanto l’integrale simbolico 


J (x) 


F (D) 
potra essere considerato qual frazione razionale del grado n a numeratore costante, 
perciò se I’ equazione 
F (r) =r" + apr" + a,r" "+... +a,= 0 
ove per semplicità si è posto a,= 1, sia priva di radici eguali, potrà decomporsi 
nelle frazioni parziali 

















ST pi (r,) D—r, LA F'(r,) D — IPF (r3) D—r; 
1 f(x) 
zen F (r,) D—r, 


essendo 7,, Ts Ta r, le radici dell’ equazione nominata; ma per le cose antecedenti 
f(z) f(x) 

Pin! — ia 
D—r, D—r, 
a coefficienti costanti del primo ordine, dunque I’ integrale completo assumerà la 
forma 


. esprime un integrale di un’ equazione lineare 





ciascun termine 








Cie ie 27 TAR Ger” Be dia fn 
fi F' (r ; VE r.) dii HAT Fir) (r!) 1) 1° f(x) 


+ er f(a) da 


e rappresentando per ¢ (r) if valore generico delle costanti C,, C,, C3 ... C,,, quando 
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per r si sostituiscono i diversi valori 7,,7,, 73... r,, avremo più brevemente 


fe f(x) dx. 





soi vhs es 
y= Derg? +Zp (r) 


ognun vede che questo integrale è composto di due parti u, e v cioè 








ss Eh ve» 


Fn) as 


per 

Fr) 
la prima delle quali corrisponde a f(x) = 0, e I integrale si riduce semplicemente 
ad y=u, il quale è consentaneo con un valore di già trovato; è importante di 
osservare, che nel caso di u = 0, il rimanente y =v seguita a rappresentare l’in- 
tegrale dell’ equazione lineare proposta, se vogliamo rappresentare I’ integrale generico 
con un integrale definito risulterà 


| on = 
y= 2% a a eS Fu [ er") f (2) dz 


0 
Questo medesimo integrale si può dedurre da un'altra trasformazione che si faccia 





subire all’ equazione differenziale 
FDy= f(x). 
Infatti decomponendo in fattori il polinomio N (D) sarà esso della forma 
(D—r,) D — r,) (Dr) ... D—r,) y = f(a). 


quindi chiamando Yy„_ı Yn—2 Yo—3 + Ya Yı altrettante funzioni della x le quali ve- 
rifichino |’ equazioni differenziali 


(D —fi} Unis f (x) (D — fe) Yn—2— Ya-ı (D ti rs) Yn Yn—2 
cry 


è evidente che dal prodotto di esse risulterà di nuovo l’equazione proposta; ora in- 
tegrando successivamente abbiamo 


y — en fes y dx a de == ot fe Uy à Ya dx + 
y, Se ee ley dz 


YA = ee fers f(x) dx 
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perciò con una successiva sostituzione sarà 


y= eet fetes (er je (fer f(x) da) da si de) da 


Questo integrale multiplo si potrebbe decomporre in altrettanti integrali semplici me- 
diante l’integrazione per parti, e mettendo allora in evidenza le costanti ritornerebbe 
la formola di già stabilita. Le diverse equazioni stabilite per gl’ integrali cessano di 
essere vere, se l’ equazione algebrica F (r) = 0 avesse delle radici multiple, a ciò 
si può rimediare mediante alcune considerazioni di sopra indicate. 
9° Supponiamo pertanto che tutte le radici delle F (r) divengano eguali ad r,, 
allora si avrà I’ equazione differenziale 
d’y d'y n(n —1)d""y 


—n —— ——° —— outs ott is 
dx" n dati”: 9, do un y J (x) 





o più semplicemente 


(n — 1) 


D’y — n D yr, + = 3 Der. regte 


che si rappresentera simbolicamente per 
(D—r,)"y = f(x) 
quindi il suo integrale parimenti simbolico 


sole dE) 
‚mr, 


Facilmente si scuopre la forma di questo integrale con richiamare la solita formola 


F (D) f(x) = e*F(r,+D) e"* f(x) 
ove ponendo 
1 


EO yea ae uri 


risulta evidentemente 


pd er ee er ff fer fre dz” 


dunque l’integrale, od il valore della y sarà 


y= ex | { IE etı* f(x) sa 
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Per mezzo dell’ integrazione per parti si può decomporre quest’ integrale multiplo 
dell’ ordine n in altreltanti integrali semplici, ed anche farlo dipendere da un inte- 
grale definito, mettendo perciò in evidenza le costanti arbitrarie si avrebbe 


y= et" (C+ 0,2 + Gr + ... + Gun 2") 


(x ern 2) Je r (x—2) 
+ |, 193. ea anes Le f (2) da 


Che se si ritenga per D, il simbolo di derivazione riguardo alla r, il medesimo 


valore si presenterà sotto la forma simbolica nella prima sua parte. 


e (æ— 2)" 
= OED d+ | i da 


essendo + (r,) la forma generica di una indeterminata in funzione della quale si ri- 
ducono le costanti C,, C,, C,,... Tali sarebbero le avvertenze da farsi nel caso che 
la solita equazione F (r) = 0 ammette un multiplo di radici eguali. 

10° Ma gli integrali dell’ equazioni differenziali lineari a_ coefficienti costanti non 
mancano di poter essere rappresentati sotto forme del tutto generiche, e che con- 
vengono ad ogni caso, e senza eccezione alcuna; si fatte espressioni si desumono 
da una teoria generale sullo spezzamento delle frazioni composte in frazioni semplici, 
e che ci basterà di richiamare qui in poche parole le formole dalle quali dipende. 

Se si rappresenti per 


> 
— 

8 
= 


he) sts 


= 


una funzione razionale, nella quale il grado della F (x) sia n e si supponga per 
maggior generalità decomponibile in fattori della forma 


(e — 0)" (x — b)"" (x —c)”"... 


essendo m', m", m" i gradi delle radici multiple a, b, c, ed insieme 


m 


m’ m" m"... 
sara 
» f (x) 
Aal (x — a)” (x — b)”" (x — 0)” "... 


Se si chiami ora z una variabile ausiliare sappiamo che la frazione razionale pro- 
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posta si pud decomporre hei seguenti gruppi 





1 ma J (2) (2 — ) (2 — a)" 
FAT Prends ZT — 2 
1 mig (8) (2 dela by’ mul 
ties ini x: 
1 MSG, (2 ¥ ae min 
ir smi oa 


La lettera D indica al solito un sistema di derivazioni dei gradi m'—1, m"—1, m'"—4; 
riguardo alla 2, e di fare dopo le derivazioni z == a, z — b, 3 = c, come si è in- 
dicato con la lettera collocata al basso del simbolo D. Ognuno vede in queste for- 
mole che avendosi anche 





mastio ft) 
ARE EE UE 


i prodotti 


Lea otf (alla Roe 


potrebbero essere rimpiazzati dalle altre quantità 


f (2) f (2) f (2) 
| 


CoG Beat. Ed 
Riprendiamo adunque l’integrale simbolico 


_ fa) 
Be 





e supponiamo per maggior generalitä che il polinomio F (r) sia decomponibile in fat- 
tori (r — r,)”, (r — ra)?" (e —r?)”"... avremo evidentemente una frazione razio- 
nale a numeratore costante, quindi rimpiazzando a, b, C,.., con r,, 723 73... la z con 
r, a la æ antecedente con il simbolo D risulterà facilmente l'integrale 








mn 1 pe ei f(x) 1 Dai l'autel f (x) 
1 19.3...m—1 Fr) D—r'123..m'—1™ Fr) Dr 


1 SIT) SA) 


Fa3..m—ir Fo) Dr 
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purchè eseguite le derivazioni riguardo alla r si ponga successivamente 


EE, Serre Ta TRE pce 
ed ove si ha 
(uri) _ 1 (r = ri) mil > 1 
F (r) Fe (r — 12} te (r — are F (r) per (r ae r,)" (r ner: Ae * 
(r Sn r,)"" 4 


Fr Grint... 


Non rimane adesso altro che sostituire il valore dell’ integrale simbolico Zaun è 
—r. 


rappresentando in questo integrale per 9 (r) la forma dell’ arbitraria costante, sarà 


ven 2 = eo (r) + il : ene". f (2) dz. 


quindi ponendo per brevità 


(r — r,)” (r —r,)”" 


"Fe g(r) =4,(r) ; MEG o) = $4 (1), Fo) or) = $3(r) 


ed insieme 
(r LA n) se (r LR A we (r —r3)”" 
Da a cee ale 7 Maa A a 


il valore della y si potrà separare in due sistemi di termini 


1 mt 2 EN (ad DE 
Ca ACTE [Dr PME D i (r) en" f (2) | 


x 


LL. pa md ms rx ml 7 Pg 
ng 1.2.3... m" = A Da È Ÿ (r) Cort D}, A Pa (r) e  f (2) ds | 


1 ml rx MINI ti Mese 
PTIT IAE Da avai Bente DE f 93 (Me? f(2) ds | 
mm de 


Si eseguiscano ora le derivazioni riguardo alla r e si avverta che per le for- 
mole dimostrate in principio 


D: 4 (r) e: — e” (x i D,)" ut) (r) h D' 9 (r) el?) il ex) (x —2 di D,)" 9 (r) 
Tom. VI.N.6. 34 
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purché nello sviluppo si sostituiscano le derivate alle potenze, risultera 


1 | riX mined 
Sos en E Den 


_ ji ei (2 — 3 + D, ) Te, (r) f (2) as | 


1 rox IMITA 
go en È (e + D,,)7 — Ye (1) 


+ |. er a(t) (x giada Dada Pa (r) F(a) | 


citi 1 PIA ml 
dico A iti Le 3* (D+ De" da (r) 


— Il es? (e — 2 + D,,)™"* os (r) f (2) «| 


=f 


Questa formola contiene tutte le altre trovate antecedentemente: cosi se fossero tutte 
disuguali le radici r, , 7, , rs... si ha‘m'= m'= m"... quindi con facilità si prova che 
: M) = Mm) = = 
q et rara A {0 
F’ (r,) se F' (r,) A F' (r3) 








| 


Pr (r.) = 








dn Pah sede.) ec wend ANSE a 


au 


deo 


er 


ed ıl valore della y, diviene 


vn a ah ace Je er flo) da +... 


come già abbiamo trovato di sopra; supponiamo ancora, m'= n, m'=0, m"= 0... 
saremmo ricondotti all’ integrale dell’ Equazione differenziale 


(D — r,)" y= f(x). 


ed infatti sussisterà soltanto il primo sistema di termini ed avvertendo che per 9,(r)=1, 
l’espressione simbolica (a — x + D,.)"~*9, (r) si riduce semplicemente al binomio 
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(x7 — 2)", quindi 4, (r) = gr) ed 





1 r.x n s T'y(X—2 (a az 2)"—* 
Y= Tas a Cl) #0 [ie ngn 1 F) da 


come già si è dimostrato: solamente I’ indeterminata che antecedentemente fu de- 

g(r) 
1.2.3...n — 1. 
che nella indeterminata 4, (r) assoggettata ad m'—1 derivazioni s’ includono m’ co- 
stanti arbitrarie, ed m” nella 4, (r) ed in fine m’ nella 4, (r)... cosiechè il numero 
totale corrisponde ad m'+ m'+ m"+-...=n, cioè all’ ordine dell’equazione differen- 
ziale; l’espressioni poi 9, (1) , 92 (1) ; 93 (r)... non che le derivate di un ordine 
qualunque si riducono ad altrettante quantità numeriche per la sostituzione di 
r=r,rT=T,,T = 13... cosicchè nulla rimane di arbitrario. 

11, Veniamo a dire qualche cosa sulla determinazione delle costanti arbitrarie ; 
per maggior semplicità supporremo che le radici dell’ Equazione F (r) = 0 sieno 
tutte disuguali, allora per le n radici ro, r,, %25 r3...7,_, Si avrà, per I’ integrale 
dell’ equazione differenziale 


notata per 4 (r) qui è rimpiazzata da . E importante di osservare 


Y A A,e"0* + A,ecı" + A ,e"2* +... A, „er—ı* 


Se per un valore particolare x, delle x, si la funzione y, che le sue derivate fino 
all’ ordine n°“*°—4 divengono eguali ad altrettanti termini della progressione geo- 


metrica 


° i 2 TA 
Ny No Ny ni... n 


allora dovrà sussistere evidentemente 
n= Agere + À, eNto + A, e+... + Any en 
n= Agro e070 + A,r,e"1%0 + A,re’2*o + ... + Anni Tor ATTO 
n= Ayr? e’0%0 + Aïr? eıto + Ari e270 +... + Angri, e'n-1*o 
na ACTE e”o*o IE A, e”1*0 + A,rı""2*0 + + Are yh eno 


n—1 


dalle quale mediante le consuete regole dell’eliminazione si dovranno trovare, i va- 
lori di A,, A,, A, ... A„_,. Pongasi per brevità 


À, e'oto = B, ’ A, e"1%0 = B, ’ Ton ento = B,_, 
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dedurremo 
B, + B, + B, +...+ B,_, = n° 


Boro+ Br, + Bara +...+ Br, = 1 
Buri + Br + Bir? +...+ B,_ ri, =a" 
ed in generale 


Br + BTE + bare PL... Lt B ei — gh! 


Nm" nel 


Ora da una formola che si trova alla pag. 73 del corso d’ Analisi del Sig. Cauchy 
si ha che un’incognita qualunque B,, è determinata da 


B, (ds ri) ars) (nera) 


— 


(reti) (Muta) (MT) 

il valore di questa incognita si può mettere sotto un’altra forma che ci sarà molto 
utile, ed infatti rammentandoci che 

KF (r) = (r —r,) (r —1,) (font) pa (feet aa) 
si avrà evidentemente 

F (n) =(n—r,) (nr) (nr) enr) 
ed insieme, 

F(r)=(r — r,) (r —r,) .. (rr + (r —r) (r —r,) ra) 
+(r—r)(r—r).(r—rn)t.- 

d’onde dalla prima 
F (x) 


Nn—To 





(1 —1,) (n—12) n—r3) oe (NT) = 
e dalla seconda ponendo rr, 
E(t.) = (ro— T3) (To ra). (To— Tres) 


quindi la costante arbitraria B, sara 


eth A) 
"= an) 
e per conseguenza 
A, = e"0*0 aE) EM 


he To) F (ro) 
Osservando poi che per r = r, si verifica I’ equazione F (r) = 0 così potremo dire che 


F (x) F (r) — F (x) 
FE (ro) (a—r) (r—n)F (r) 
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purchè nel secondo membro si sostituisca r=r,, e si avrà 


F (r) — F (x) 
F—n) Fr) 


A o TOO cino 


Nello stesso modo per gli altri coefficienti si avrà 














nm EN —F 6) IE) 
a (r —n) F'(r) ' sont (r — n F'(r) 
A= aes Medes‘. Et (r) DA F (n) 


— n) Fn 


—_— 
= 
— 


Facendo nei secondi membri r = r;, r,, 73... T,_;- Se si volesse che la y e le deri- 
vate y, y",... y" si riducessero per æ = x, a quantità date qualunque 

| Noi Nip Mayers NZ ce Many 
sussisteranno i stabiliti valori di A,, A,, A,...A,_,, purchè nello sviluppo alle 
potenze nia ian 
si sostituiscano le quantità con gli indici, cioè 

No Mr Na NZ ove ny 

sotto queste condizioni l’integrale completo dell’ equazione differenziale si esprimerà per 


F (r) — F (n) r(x —x0) 
v= BGP Oy" 
ed il segno Y esteso a tutte le radici r,,r,, r,...r,_, dell’ equazione F (r) = 0. 
12° Volendo supporre che F(r) = 0, ammetta m’ radici eguali ad r,, m’ radici 
eguali ad r, ... allora l’integrale generale dell'equazione differenziale F (D) y = 0 per 
la formola riportata al N° 10, sarà 


1 
Le DY eNO | 


1 


Di (9 + a MT 


ed ove per le funzioni $,(r), Ÿ, (r), si ha 


BEN 


y(n)= SEI (r), dr) = AR. (r) , 


ed F(r) =(r — r,)" (r —r,)”" (r —r3)”"... 
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Ora se per le n radici dell'equazione F (r)= 0 si voglia determinare la funzione 
arbitraria 9 (r) in modo che la y,e le derivate y', y”, y"...y" "per = 2%, si rio 
ducano ai valori 

VS © Na SaS lents 


basterà prendere 


e sostituire alle potenze n°, n", n°...n°7' le quantità di sopra notate con gli 
indici 
No, gt Tig te Vanni 


ed ove n = m'-+- m"! + m" +... 


In questa guisa l'integrale generale dell’equazione differenziale sara 








y= 1 om (r Va rye F (r) Ci F (1) e"*—<o) 
£ 1.2.3... m—1 F(r) r—n 
1 ml 1 (r —7,)" F (r r) dia Fin ) er'x—Xo ) 
"495 2.3.. a F (r) r—n val 


il quale soddisfa a tutte le condizioni richieste. Infine per l’integrale dell’ equazione 
differenziale 


F(D)y= f(x) 
si avrebbe in un modo analogo per le formole generali del N° 10 
ee 1 mat") F (r) Fr) N 
TE F (r) ER EN 


1 da (r — r,)” Mr 
ml—y er: z)d LA 
+ fare. We a {. FATE der 


P.S. Aggiungiamo in ultimo che per mezzo del Calcolo dei Residui si possono gene- 
ralmente determinare gli integrali dell’ equazioni lineari differenziali a differenze finite 
e a derivate parziali a coefficienti costanti, come può vedersi nell’ Opere del Sig. Cau- 
chy, e nelle mie Memorie pubblicate da lungo tempo nel giornale Arcadico negli 
anni 1835, 1836, o nelle altre più recenti, e più estese del 1842, 1843: Queste 
teoriche contengono delle importanti applicazioni alla Fisica Matematica. 
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INTORNO 


AD ALCUNE PROPRIETÀ DELLE SUPERFICIE DI RIVOLUZIONE 


NOTA 


DEL PROFESSORE 


EUGENIO BELTRAMI 





Sia 


l'equazione differenziale di un sistema di curve, riferite a due assi ortogonali Ox, Oy. 
Dalla forma speciale di quest’ equazione risulta immediatamente che le curve del si- 
stema da essa rappresentato non differiscono fra loro che nella posizione, altro non 
essendo che una sola è medesima curva spostata parallelamente all’ asse della x. Ciò 
premesso consideriamo la superficie di rivoluzione generata da una qualunque di que- 
ste curve, col girare intorno all'asse delle x, e sieno R, il raggio di curvatura del 
meridiano, R, quello della sezione normale al meridiano, cioè la porzione di normale 
compresa fra il meridiano e l’asse. Da note formole si ha: 





R,= — 


donde 


Consideriamo ora il sistema delle curve ortogonali alle precedenti. La sua equa- 
zione differenziale è evidentemente 


da _ 1 

dy 9 (y) 
e quindi chiamando R', ed R', due quantità analoghe alle R,, R, e relative alle 
superficie di rivoluzione generate dalle seconde curve, nei punti corrispondenti allo 


stesso valore di y, si ottiene immediatamente il valore di R', R', mutando 9 


in — — nell’ espressione di R, R, dianzi trovata. In tal modo risulta 
9 ; 


y (1 + 9°)” 


he R',— pesa Te ee. 


47 
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cioè R,R,= — RR, 


Il teorema contenuto in questa formola può enunciarsi come segue: 

Se si considerano le diverse posizioni di una superficie di rivoluzione succes- 
sivamente spostata lungo il proprio asse, e st determina una nuova superficie di 
rivoluzione avente lo stesso asse, ed ortogonale a tutte le precedenti, la misura 
della curvatura di quest’ultima superficie è eguale in valore assoluto e di segno 
contrario a quella di una delle superficie precedenti, net punti del parallelo co- 
mune ad entrambe. 

Da questo teorema risulta, come caso particolare, che spostando lungo il pro— 


prio asse una superficie di rivoluzione di curvatura costante e positiva = € de- 


terminando le superficie di rivoluzione aventi lo stesso asse ed ortogonali alla pre- 
cedente, considerata nelle sue diverse posizioni, la curvatura di una qualunque di 
queste seconde superficie è parimente costante, ma negativa ed = — Quando 
la prima superficie è una sfera, il meridiano della seconda è evidentemente la curva 
dalle tangenti di lunghezza costante: in tal guisa siamo condotti al noto ed elegante 
teorema del sig. Liouvizze (*). In generale si vede che, in virtù del teorema pre— 
cedente, i meridiani delle superficie di rivoluzione a curvatura costante, positiva 
nelle une, negativa nelle altre, sono in certo modo conjugati a due a due. 

Consideriamo di nuovo un meridiano di forma qua- 
lunque ed il suo conjugato (nel senso testè dichiarato). 
I centri di curvatura di queste due curve nel punto ad 
esse comune hanno fra loro una relazione semplicissima. 
Essi si trovano sopra una stessa retta perpendicolare 
all’ asse di rotazione. Infatti sia AB il meridiano primi- 
tivo, A'B' il suo conjugato. Sieno ON', ON le rispettive 
loro tangenti nel punto comune O, terminate all’ asse. Sia 
Gil centro di curvatura della prima curva, nel punto O. 
Si conduca la retta CC', perpendicolare all’ asse di rota- 
zione NN', fino ad incontrare in C' la tangente alla prima 
curva. I due triangoli simili OON', OCC’, danno 





0C ON 
OC ON 





(*) Nota IV. all’ 4pplication de l'Analyse a la Geometrie di MonGk, Paris 1851. 
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ossia 


OC. ON = OC’. ON’; 


relazione che equivale a quest’ altra. 
R,R, “ie RR, ’ 


salva la differenza nel segno, la quale proviene da cid che non si é tenuto conto 
delle direzioni relative dei due raggi di curvatura della prima o della seconda su- 
perficie. 

Rispetto alla curva dalle tangenti di lunghezza costante si ottiene da quanto pre- 
cede la seguente semplicissima costruzione (nota) : Nel punto dato sulla curva si 
conduca la tangente e la normale, e dal punto in cui la prima retta incontra 
l’asse si conduca una perpendicolare a quest’ asse: l’ intersezione di questa per- 
pendicolare colla normale è il centro di curvatura della curva nel punto consi- 
derato. 

La superficie di rivoluzione generata da questa curva possiede una proprietà 
notevolissima, la quale consiste in ciò che quando essa viene trasformata per via 
di flessione (supponendola al solito inestendibile) in un’ altra superficie di rivolu- 
zione, per modo che 2 meridiani primitivi si trasformino nei meridiani della nuova 
superficie, questa è assolutamente identica alla prima, null'altro accadendo se non 
che quei punti che appartenevano dapprima ad un parallelo d’un certo raggio, pas- 
sano a far parte di un altro parallelo, di raggio maggiore o minore. 

Infatti il raggio della curvatura geodetica di ciascun parallelo rimane inalterato 
nella flessione: d’altronde questo raggio è Ja lunghezza della porzione di tangente 
al meridiano, nel punto del parallelo considerato, compresa fra questo punto e l’as- 
se; dunque questa lunghezza rimane la stessa, in ogni punto del meridiano, prima 
e dopo la flessione. Ma prima della flessione questa lunghezza era, per la natura 
della curva meridiana, costante in ogni punto, dunque essa deve esser tale anche 
dopo la flessione, cioè la nuova curva meridiana ha anch’ essa le tangenti di lun— 
ghezza costante ed eguale a quella della prima. D'altra parte è facile riconoscere, 
dalla nota forma dell’ equazione differenziale di questa specie di curve (e dalla stessa 
loro generazione), che ad una data lunghezza della tangente corrisponde una curva 
unica, poichè i varii valori della costante introdotta dall’ integrazione non fanno che 
spostare questa curva lungo lasse. 

Si può domandare: Esistono altre superficie di rivoluzione dotate della medesima 
proprietà? Ecco come si può rispondere a questa dimanda. 

Siano sempre x,y le coordinate rettangole della curva meridiana, s il suo arco, 


Ox l’asse di rivoluzione. Considerando y come una funzione di s ed indicando 
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con 9 I’ angolo che il meridiano variabile fa con un meridiano fisso, si ha per il 
quadrato dell’ elemento lineare della superficie la nota espressione. 

ds’-+ y°do°. 


Se questa superficie si trasforma colla flessione in un’ altra superficie di rivoluzione, 
i cui meridiani sieno le curve trasformate dei meridiani primitivi, y e 9 divengono 
y, € 9,, s rimane invariato, ed eguagliando le espressioni di due elementi corrispon- 
denti si ha 


ds?+ y°d9°= ds? + y? do? cioè yd0 = y;d0,, 
da cui, per essere y, y, funzioni della sola s, si trae 
Y= my , mo,=9+", 


dove m ed n sono costanti arbitrarie. Indicando dunque con x, I’ ascissa della nuova 
curva meridiana, si ha 


di ee 
dy, — mai Vda? + dyî 


TUE —— — 1, 
m I 
ds 


intendendo sostituito nel secondo membro, prima di effettuare l’integrazione, il va- 
lore di s espresso per y,, fornito dalla y,= my (s). 

Affinchè la nuova curva coincida colla primitiva, è chiaro che dopo questa so- 
stituzione bisogna che |’ espressione soggetta al vincolo integrale non contenga più 
la costante m. Ciò richiede che si abbia 


d dy 
mm (mst) =o 


e quindi 


ossia 
dy ty is _ 
ds ds? dm 
Ma dalla y,= my si cava 
ne 
J ds dm  ? 


dunque eliminando de si ha . 
dm 
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da cui integrando 

y ds 

ith 

Ora è facile riconoscere che il primo membro di quest’ equazione rappresenta il va- 

lore della porzione di tangente compresa fra il punto di contatto e l’asse delle x; 

dunque la superficie di rivoluzione generata dalla curva avente le tangenti di lun- 
ghezza costante (= r) è la sola che goda della proprietà in discorso. 

Abbiamo prefisso alla costante r (che supponiamo positiva ) il segno negativo , 
perchè è chiaro che la curva di cui ci occupiamo ha per assintoto l’asse delle x, 
al quale va accostandosi indefinitamente da ambe le parti; essa ha inoltre un cu- 
spide che corrisponde all’ ordinata y==r, donde risulta che facendo passare per 
questo punto |’ asse delle y, e contando gli archi s dal punto stesso, nel senso delle 
x positive, gli incrementi ds e dy sono di segno contrario per quella meta della 
curva che giace nella regione delle coordinate positive. 

Dall’ ultima equazione si deduce, nelle ipotesi ammesse, 


= — Fr. 


$= rlog -. 
| y 
Inoltre si ha 


— rdy = yds = y V da’ + dy’ 
da cui 
dy Vr 
dz = — TIRI 
Y 
che è P equazione differenziale conosciuta. Noi prendiamo il radicale positivamente. 
Integrando e determinando opportunamente la costante se ne deduce 





N ey, 
e quindi 
i Rep ner, 
da cui, ponendo y = 0, 
lim (s — x) =r (1 — log 2) per 2-008. 


Abbiamo dunque il teorema seguente 
. La differenza fra la lunghezza (infinita) della curva dalle tangenti costanti e 
quella (parimente infinita) del suo asse è finita ed eguale a 2r (1 — log 2), r es- 


sendo la lunghezza costante delle tangenti. 
* 
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Chiamiamo S (xo; #,) l’area della porzione di superficie di rivoluzione generata 
dalla linea in discorso, compresa fra i paralleli corrispondenti alle ascisse positive 
Los ©, (t > 0). Si ha | 
#1 vi 
Ste, 2.) — 2x | yds = — 2rr j dy = 2nr (y.— Yi) 
s JY 


oO oO 
E evidente la coincidenza di questa espressione con quella della superficie di una 
zona sferica di raggio r, avente per altezza y,.— y,. 
Rappresentiamo analogamente con V(x,, x,) il volume del solido contenuto fra 
la superficie anzidetta e due piani paralleli, condotti normalmente all’ asse nei punti 
corrispondenti alle ascisse positive x,, &,. Si ha | 


“4 2 2 ni = 
Vie a)—=r | yds = — 2 | yiy Via ar Hoi alae Lo 


J*o 
Quest’ espressione coincide visibilmente con quella del volume compreso fra due su- 
perficie cilindriche di raggi y, ed y,, aventi lo stesso asse, ed una superficie sferica 
di raggio r avente il centro su quest’ asse. 


Xi 


Per avere la superficie ed il volume relativi all’ intiera superficie di rivoluzione, 
estesa indefinitamente da ambe le parti, nel senso dell’ asse, hasta porre y,=r, y, = 0 
e raddoppiare i risultati. Si ottiene in tal guisa: 


S = Ar, Vs. 


Dunque: 
Il solido di rivoluzione generato dalla linea delle tangenti di lunghezza co- 
stante =r ha la stessa superficie e lo stesso volume di una sfera di raggio r. 
Chiamiamo &, n le coordinate del centro di curvatura. della curva che abbiamo 
fin qui considerata. Dalla costruzione precedentemente richiamata si ha facilmente 


2 
=@2-+Vr—y ; ale 


e quindi 
n + Var r er Vr—y 
r = y 
Per questi valori I’ equazione finita della curva, eliminandone x ed y, da 


È n+ ire 
r r 


È me 
Eo) 


= | 
da cui si deduce 


n = 


| = 
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equazione di una catenaria. Tale è dunque l’evoluta della curva dalle tangenti co- 
stanti = r. Questo risultato conosciuto poteva anche essere dedotto a priori da un 
teorema del sig. Weincarten, intorno al quale può vedersi l’articolo XIX delle mie 
Ricerche di analisi applicata alla geometria (*). 

Si possono determinare facilmente anche le evolventi della curva dalle tangenti 
costanti. 

Infatti supponiamo che il punto comune a questa curva e ad una delle sue evol— 
venti sia quello che corrisponde al valore s, dell’ arco s. Chiamando &, n le coordi- 
nate dell’ evolvente si trovano le relazioni 


E=X—- (s— So 


) Vr? — 1 ER RER 
i fe 


rn 


Ma si aveva 


be 


ae, 
r 


da cui 


Vr— y" ae? r+Vr—y s Vı-e?) 
oily E 1—e”, EL = + Jog (1 + 1 —e ’ 
epperò 
Le Dal 
ZT — S + rlog (1 + Vie ryfıze ré, 


Eliminando dunque le x, y dalle espressioni trovate per È, n si ha 


ae) | = 28 
—s+rlog(1 + VE — € ")—( — Sot 7) Vie 8 


Ss 


_ 


n—=(s—s,+r)e". 


Tutte le curve rappresentate da queste due equazioni hanno un cuspide nel 
punto che corrisponde al valore s = s,, tranne quella che si ottiene facendo s,= 0 


e le cui equazioni sono (mutando € in —é, per avere il ramo situato nella re— 
gione delle coordinate positive): 


B= (s+ 1) Vie "—s_rlog(1+ Vie de 


n= (s+r)e” 





(*) Giornale di Matematiche ad uso degli studenti delle Università Italiane. 
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Se in queste equazioni si fa s = ©, e se si osserva che per questo valore si ha 


en 
im s (1- V4 —e ‘)=o, 


si trova un risultato che venne gia dimostrato precedentemente. 

Le superficie di rivoluzione generate dalle evolventi della curva dalle tangenti 
costanti hanno tutte una proprietà molto interessante, la quale consiste in ciò che 
la differenza dei loro raggi di eurvatura principali è la stessa in ciascun punto, ed 
eguale alla lunghezza costante delle tangenti della curva anzidetta. Ciò risulta imme- 
diatamente dall’ osservare che il raggio di curvatura del meridiano ha per valore s— so; 
mentre quello della sezione normale al meridiano, cioè la porzione di normale com- 
presa fra il meridiano e l’asse ha per valore s—s,+ r. 

Riferendo questa superficie di rivoluzione a tre assi ortogonali delle x,y,z, 
assumendo quello delle z per asse di rotazione, e chiamando 9 1’ angolo che un 
meridiano qualunque fa col meridiano az, si hanno per le superficie in discorso le 
equazioni 


x= (s — s,+r)e 


alo 


cos 0, 


Ss 


z=(s—s,+rr)e”’sen®, 





— 


mee - 
ss + rlou(i + \/4 e )-6-s+n | Li 


La misura della curvatura di queste superficie, nel punto definito dai valori delle 
due variabili s e 6, è 


alt 


1 
(s — 50) (s —s,+ r) 


Dalle considerazioni esposte nelle già citate Recerche risulta che la elasse com- 
pleta delle superficie determinate dalla condizione di avere in ogni punto co- 
stante ed = r la differenza dei raggi principali di curvatura, è generabile nel modo 
seguente: 

Si immagini la .superficie di rivoluzione avente per meridiano la curva le cui 
tangenti hanno la lunghezza costante r, e si concepisca che questa superficie, consi- 
derata come flessibile ed inestendibile, prenda successivamente tutte le forme conci- 
liabili colla sua natura. In ciascuna di queste forme, il sistema delle rette tangenti 
alle curve trasformate dei meridiani primitivi è suscettibile di essere attraversato or- 


togonalmente da una serie di superficie, per le quali ha luogo appunto l’enunciata 
proprietà. 
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Tutte le superficie reali, dotate di questa proprietà, sono comprese nella gene- 

razione ora esposta; donde risulta, invocando I’ ordinaria teoria delle superficie evo- 

lute, che la determinazione finita della detta elasse di superficie dipende da quella 

delle superficie la cui curvatura è costante e negativa. Infatti supponiamo che le 
equazioni 


od= x(s, 6), SUN, 2 — % (3, 0) 


rappresentino una di queste ultime superficie, s essendo I’ arco di una delle geo- 
detiche trasformate dei meridiani, e 9 un parametro atto a distinguere queste geo- 
detiche, per es. l’ angolo che si è già rappresentato colla stessa lettera. In tali ipo- 
tesi, indicando con X,Y,Z le coordinate della superficie evolvente, si hanno le equazioni 

X=2x+ 63) , ¥ =y + (s—s) 4 , Laat (s—s,) TE 
Dando ad s, tutti i valori possibili si ottiene una serie di superficie parallele , do- 
tate tutte della proprietà d’avere costante la differenza dei raggi principali di cur- 
valura. 

Le forme generali delle funzioni x (s, 0), y (s, 6), 2 (s, 6) non hanno ancora po- 
tuto essere determinate (*); ma è chiaro che ciascuna delle forme note dà luogo ad 
una serie di superficie della specie da noi considerata. Tali sarebbero per es. quelle 
corrispondenti agli elicoidi trovati recentemente dal sig. Dini (**). Per non uscire 
dall’ argomento principale di questa Nota, ci accontenteremo d’aver date le equa- 
zioni finite delle superficie di rivoluzione appartenenti alla classe di cui parliamo. 


Pisa 14 Aprile 1865. 





(*) Intorno alla teoria delle superficie la cui curvatura è costante, ricordiamo un elegante lavoro del 
sig. Copazzi nella prima serie di questi Annali, Settembre 1857. 
(**) Comptes Rendus del 13 febbraio 1865. 
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“Mit peli iat ne ue a PRO Dr 


IMPOSSIBILIT À IN NUMERI INTERI DELL’ EQUAZIONE 





"= 2" + y" quando n>2. 


NOTA 


DEL PROFESSOR 


LUIGI CALZOLARI 





1. I termini dell’ equazione 
Ck y+2"= 0, 


in cul %, y, 2 sono numeri incogniti, ed n un esponente intero e positivo, non po- 
tendo essere tutti del medesimo segno, uno avrà necessariamente il proprio opposto 
a quello degli altri due; cosicchè sarà sempre permesso, senza restringerne la gene- 
ralità, di scrivere l'equazione sotto la forma 


(A) BET 


a termini x, y, 2 esclusivamente positivi, 

2. Nella equazione (A), essendo ad evidenza => x, z>y,epern >1,2<c+y, 
se i tre numeri x, y, 2 verranno rappresentati da tre linee rette, ognuno vede come 
col loro mezzo si possa costruire un triangolo, tra i lati del quale reggerà la notis- 
sima relazione 


(B) 2°=a°—2aycos Z + y’, 


denotando Z I’ angolo opposto al lato maggiore 2. 

Questa relazione si mantiene vera anche per n = 1: mentre riducendosi il trian- 
golo al suo limite, quando Z= 180°, il lato z coincide allora colla somma degli 
altri due distesi in linea retta. 

3. Le equazioni (A), (B) sussistono dunque simultaneamente : posta I’ equazione 
(A), la (B) ne discende per necessaria conseguenza. In altri termini, ammesso per 
ipotesi un sistema di valori x, y, z che soddisfaccia la (A), esso renderà vera an- 
che la (B); ciò che apparisce manifesto dall’osservare che introdotti qui valori nel- 
la (B), col suo mezzo si determina quello di cos Z. 
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La questione tuttavia pud soggettarsi ad esame sotto quest’ altro punto di vista. 

Assumendo per cos Z un valore arbitrario, si tratta di determinare in quali casi le 

due citate equazioni saranno soddisfatte da un medesimo sistema di valori x, y, 2. 

Tale è la via che ci proponiamo di seguire, prendendo le mosse da quei cin- 
que valori arbitrari che rendono intero 2 cos Z, vale a dire da 


4 
cos ha 41, ==), 1, 


corrispondenti a cinque angoli commensurabili coll’ angolo retto. 
4. Consideriamo dapprima cos Z= + 1. L’ equazione (B) diventa 


= + (t y), 


la quale non può conciliarsi colla (A) che nel caso di n = 1, prendendo il solo va- 
lore 32 = x + y, esclusi affatto i tre altri; essendosi già notato che per n>1, 
riesce sempre 2<. 2+ y (2). 

5. Sia cosZ= 0. Avremo dalla (B) 


atea Ut, 
equazione, di cui subito apparisce la coincidenza colla (A), facendo n = 2. Non 
avvi però altro valore dell’esponente che valga a metterle d’accordo. Infatti se n=1, 
la (A) somministra 2z=£X + y, 2° >@°+ y; e se n>2 è facilissimo dimostrare 
che riesce 2°< x? + y". Poichè per n > 2; supposto 2°= x” + y”, moltiplicando 
ambi i membri per 2"-?, verrebbe 


#22 i 
2 


OA FA = 
"= TI + ye 


e siccome si ha evidentemente 
ag? ya? tt y", 
risulterebbe quindi 2" > "+ y" invece di 2"=x"+ y". 
6. Da ultimo esaminiamo cosZ= + 4, che converte l'equazione (B) in 

= LE wy + Y. 
La seconda di queste due, cioé 

= a+ ey + y° 
non è conciliabile colla (A), la quale per n — 1 esige z=x + y, e quindi 
2>x°+ xy + y; per n=2 si trasmuta in 2°= 27+ y; e per n>2 richiede 
2°<x°+ y, ed a maggior ragione 2°<x°+ xy + y’. 
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Anche la prima delle predette due equazioni, cioè 


*-a-axy+y 
è in disaccordo colla (A). Imperocchè scrivendola sotto le forme 


z° 





=a_-ylo_y=y_x(y—2), 


supposto x >y riescirebbe z<x, e supposto y>x, verrebbe z € y. 
7. La breve discussione istituita nei tre ultimi articoli dimostra il seguente 
teorema : 


« Preso per cos Z uno dei cinque valori + 1, 0 + +, le due equazioni (A),(B) 
» non sono compossibili che nei due soli casi di cos Z = — 1 e cos Z — 0, il 
» primo de’ quali offre n = 1, e l’altro n= 2.» 


8. Messi da parte questi due valori minimi di n, per tutti gli altri, cos Z non 
può ammettere che soli valori compresi tra 0 ed 5. 

È gia dimostrato che nella ipotesi di n >2 si ha #°< 2°+ y° (5); laddove se 
si prendesse cosZZ0, risulterebbe #5 &°+ y?. 

Fingasi poi, se è possibile cos Z:7 3. In tal caso gli altri due angoli opposti 
ai lati a, y presi insieme darebbero una somma uguale 0 maggiore di 120°. Quindi 
ciascuno dei due o è uguale a 60°, o maggiore di 60°, od uno di essi è maggiore 
e l’altro minore. Siccome poi l'angolo opposto a 3 uguaglia o sta al disotto di 60°, 
così se ne trarrebbe una di queste illazioni: zer =y; ta, 2<y; z2<z 
ovvero z<{y, tutte inammissibili. | 

9. Fin qui nei numeri x, y, 4 abbiamo considerato la sola qualità di essere 
positivi: ora conviene ammettere che æ,y,2z sieno anche interi e primi tra loro, 
adottando inoltre per n un numero primo impari maggiore dell’ unità. È noto che 
quando sotto queste condizioni si giunga a dimostrare impossibile |’ equazione (A), 
essa si mantiene tale eziandio per tutti gli altri valori interi di x, y, 2, e dell’espo- 
nente n. | 

10. Il valore arbitrario da assegnarsi a cos Z, oltre d’essere compreso tra 
i limiti 0 ed 5, è manifestamente razionale : anzi nell’ equazione (B) il termine 
2xy cos Z deve ridursi ad un numero intero pari. Imperocchè se fosse impari, 0 
ritengansi impari i due numeri x, y, ovvero uno di essi pari il numero z non sa- 
rebbe della stessa specie, pari cioè od impari, in ambedue le equazioni (A) e (B). 


Pongasi peftanto cos Z = TÉ frazione irréducibile qualunque maggiore di zero, 
1 re: a i ay ce 3 
e minore di 5, in cui a, 6, c sono primi tra loro. Dovendo «, riescire un numero 
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intero, conviene ammettere x divisibile per a, ed y per è; convien porre cioè 
x y 
== a, =, waa, y= 06: 


così le due equazioni (A), (B) si convertono in 
"= Q'a"+ bi", a= a a®— cab + Be. 
11. In quella guisa che i due numeri £ = ge, y = 66 derivano dall’ essersi 
preso cos Z => frazione irreducibile di denominatore ab, e dell’ aver posto 


— = ß, è manifesto che quei numeri si otterranno egualmente prendendo 
a 


Ie 


= A, 


. * . . . . x 
cos Z = = » altra frazione irreducibile di denominatore «8, e ponendo — == a, = D 
a a 


Con ciò non mutando æ, y, si conserva pure invariata |’ equazione proposta; ma 
quella del triangolo diventa 


a= ao®— 2yab+ b’P?. 


Quest’ osservazione è importantissima : essa prova che se i valori æ = ax, y=bß 
rendono soddisfatta |’ equazione 


zr Pen a” a” + b"B", 
devono pur reggere simultaneamente le altre due 
= a a?— 2caß + 5G", z= 0 «@— 2yab + bf. 


Discutiamole tutte tre brevemente. 

12. Uno dei due numeri x, y, è sempre impari. Sia desso il numero x: trasponendo 
nelle tre equazioni dell’ articolo precedente i termini b"6"== y", 6°67 = y°, potremo 
scriverle sotto |’ aspetto seguente 
(2 y) (2 + y) = a'a'— 2caß 


A) (@—y) ¢ (ay) = ate, PB) gy) (+9) = aba — 290d 


n n 
edt 


dove il simbolo 9 (z, y) denotando per semplicità il polinomio intero, omo- 


geneo, di grado n — 1, di n termini positivi, e sempre impari. 
13. I due fattori impari z= y, % + y, pet essere x, y,2 primi tra loto, non 


hanno palesemente alcun fattor comune. 
* 
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Altrettanto avviene tra z + y e 9 (2,4). Imperocchè se fosse 
zty=0, 9 (z,y) = 0, (mod. p) 
ponendo z== — y, la seconda di queste congruenze si convertirebbe in 
y"—*= 0 (mod. p) ; 


vale a dire 2 ed y, e quindi anche x, avrebbero, contro l’ ipotesi, un fattor comune. 
In quanto agli altri due fattori z—y e 9 (2,4), dicasi p un divisore primo co- 
mune: posto z = y nel polinomio 9 (2,y), nasce 


p(2,y) = ny" *= 0 (mod. p), : 


e si vede subito che, se p é diverso da n, quei due fattori sono primi tra loro. 
Che se p= n, ponendo zs = y + nu, lo stesso polinomio assume la forma 


9 (2,y) = ny* t+ n°U, 


e i due numeri 3 — y, 9 (2,y) acquistano per fattor comune il semplice numero n; 
non potendo la seconda potenza di n dividere 9(z, y) senza dividere anche y, cioè 
senza distruggere la condizione inerente ai numeri x, y, 2 di essere primi tra loro. 

14. Il numero z + y non ammette con y= ax alcun divisore comune. Rap- 
presenti infatti p, se è possibile, un fattor primo di questo divisore: in virtù del- 
l'equazione (A,), dovrebbe p dividere 0 9 (3, y) ovvero z — y; conseguenza in op- 
posizione al teorema dell’ articolo precedente. 

45. Un'occhiata alla prima dell’ equazione (B,) mostra che « divide il secondo 
membro; e siccome « fattore di x è primo con 2 + y (14), così sarà necessaria- 
mente fattore di 2 — y. 


Salendo poi all’ equazione (A,) sarà anzi z — y divisibile per &*, se « non con- 
n 


a . 
tiene n, od almeno per aaa AL entra come fattore di « (13). 


Per la stessa ragione, comparando con l'equazione (A,) la seconda delle (B,), 
n 


Pr ER a 
si rileva che il medesimo numero 3 —y è divisibile per a" ovvero per —, secondo 
n 


che regge | una o l’altra delle due accennate ipotesi. 
16. Discende di qui immediatamente che 3 — y ammette per fattore uno dei 


Dia re STI VE TO à Ve 
» — =» cioè €", —, —; il primo se x è indipendente da n, 
n n n 


nin 


tre numeri d'a”, 








gli altri due se ne è dipendente. Per soddisfare poi con questi valori I’ equazione 
(A,) è d’uopo attribuire al polinomio 9 (2, y); in corrispondenza ad essi, gli altri 
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valori 1,n,n?. L'ultimo n° va escluso (13) per conservare l’ ipotesi di x, y, 3 primi 
tra loro: perciò avremo soltanto una delle due coppie di equazioni 


z—-y=%", 9 (z,y) = 1 


CRU p(2y) =, 


2/8 


le quali a un tratto si mostrano impossibili. Ed invero dalle due equazioni 
n a" 
2 — y=%i, 2 — y= Fai 
risulterebbe sempre 2 > x + y, quando invece dev’ essere 2 < x + y; l'equazione 


9 (2 y) =1 


non può reggere che ponendo il numero minore y = 0, ed il maggiore z = 1; 
come a soddisfare |’ ultima 


p (2,y) =" 


servono gli unici valori z — y — 1: lutte conseguenze inammissibili. 

17. Se qualcuno dei quattro numeri a, «, b, B si riduce all’ unità non per que- 
sto vengono meno i teoremi già dimostrati. 

Primieramente vanno subito ommesse le supposizioni 


SIA IO ase tk PA — 11 


Infatti le due prime rendono intero cos Z, e conducono ad alcuno dei cinque 
casi considerati da principio. Le altre due poi fanno discendere x ed y sino al va- 
lor minimo che è |’ unità. Ora fatto, per esempio, € = À, il numero intero 2, per 
essere 2 >Y, 2< + y dovrebbe cadere tra y ed y+ 1; cosa impossibile, ri- 
pugnando che un numero intero giaccia tra quei due limiti. 

Fingiamo a = 1, cioè x = «. L'equazione (A,) e Ja prima delle (B,) diventano 


myopie, Berry) ce 2008" 
Da esse si deducono come sopra i medesimi risultati impossibili 


S— y= "= x", p (2, y) = 1 
ovvero 


x 
:-y=7=7 sly 


secondochè x esclude od ammette il fattore n. 
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Similmenie servono allo stesso scopo le due equazioni 


(2—y)o(2,y)=a", (2 — y) (2 + y) =a" — 2yab 

se fosse a — 1, ossia & = a. 

Ripetasi altrettanto se piaccia supporre 6 = 1, ovvero 6 = 1. 

Infine nei due ultimi casi aß == 1, ed ab = 1, giovano le duc medesime coppie 
di equazioni, posto nella prima coppia = 1, e nella seconda b= 4, per giun- 
gere alle assurde conseguenze. di prima. 

18. Dal fin qui ragionato apparisce chiaro che la coesistenza delle due equa- 
zioni {A) e (B) ripugna assolutamente in numeri interi per n > 2, quando si as- 
segni a cos Z un valore fratto razionale minore di +. Ora se P equazione. 


a" — Laga y" 


fosse solubile in numeri interi per n > 2, sarebbe mestieri che i tre numeri æx,y,z 
componessero un trigono rettilineo, in cui cos Z riuscisse fratto, razionale, ed infe- 
riore ad +: dunque nelle ammesse condizioni, come enuncid il celebre Fermat, quel- 
l'equazione è impossibile. 


Ferrara 28 Marzo 1865. 
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INTORNO ALL’EQUAZIONE 


Lv +yY+2=0 
NOTA 


DEL PROFESSORE 


ANGELO GENOCCHI 


Si può abbreviare la dimostrazione del Signor Lamé e nel medesimo tempo am- 
pliare alquanto il teorema di Fermat intorno all’ impossibilità della proposta equazione. 
Siano x, y, 2 le radici dell’ equazione ato pr + qu—r=0, onde 


(v—a) (v — y) (0-2) = w— pw’ + qgu—r. fato v =p= x + y + 2, 
avremo (y +2) (x +2) (x + y) = pq—r, 
e quindi cambiato r in pq —r, sara 
(1) r== (%-+ y) (& + 2) (y + 2) 
e x,y, % saranno radici dell’ equazione 
(2) v— po + qv — (pg —r) = 0, 
da cui mediante le note formole neutoniane dedurremo 


+ tip Tr (p°— pq rg’) + 1pr° 
e pero 
(3) p’— ir(p'— pq + q’)-+ 7pr°= 0 
a motivo della proposta 


(4) x + y/+ 27= 0. 


Se supponiamo r = 0 abbiamo dalla (3) p = 0, e per la (2) sarà nulla una 
delle quantità x, y, z. Se supponiamo p = 0, e r diverso da zero, la (3) dara q = 0, 
e avremo dalla (2) v= — r: quindi x, y, 2 saranno proporzionali alle radici cubi- 
che dell’ unità. Esclusi questi casi particolari, intenderemo che non debba essere 
nulla la somma delle quantità x, y, z, e che i coefficienti della equazione (2) che 
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la determina siano razionali. Sarà p diverso da zero, e potremo cambiare q in p’q, 
e r in p’r, onde la (3) diverrà 


-Ttr(1-q+qg)=—-1, 


e q ed r dovranno essere numeri razionali. Se ne deduce | 


—_n 


rs 14 aa EI 
2 4 7 


15% ; 1 N; oe 
e non potendo essere LI \/ eg é razionale, dovra la quantita 





1008 2,2 Er 
Ir 1) È essere un quadrato. Essendo 1 — q+ gî= (29 7 + 3 


s ar Re sia 
faremo 2g — 1 Ty frazione irreducibile , e dovremo rendere un quadrato la quantita 


Ea Pie: er ae 
Br ché TA) Le Seite ai Br di 


ovvero, moltiplicando per 7°.644 l’altra 7° (s4+ 65°) — 744 che è un numero in- 
tero divisibile per 7: talchè potremo rappresentare con (7u)? un tale quadrato, e 
dovremo risolvere con valori interi di s, t, u 1’ equazione 


2,2 1 2 
(5) st 65° — AT u. 


Cosi la questione è ridotta immediatamente all’ equazione (5), ed essendo già 
dimostrata |’ impossibilità di questa, concluderemo che l'equazione (4) è impossibile 
non solo per valori razionali di x, y,% ma eziandio per valori irrazionali che siano 
radici d’un’equazione di terzo grado (2) a coefficienti razionali, purchè non siano 
proporzionali alle radici cubiche dell’ unità e niuna di esse sia nulla come annun- 
ziai nel Cimento di Torino, vol. VI, fase. VIII, 1855. 
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TABLES DIVERSES POUR LA DECOMPOSITION DES NOMBRES EN LEURS 
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Il Signor Le Besgue ha impreso a comporre un trattato della Teorica de’ nu- 
meri corrispondente ai progressi che dopo le opere famose di Gauss e Legendre ha 
fatti la scienza. Egli intende arricchirlo dei più importanti trovati di Jacobi, Lejeune 
Dirichlet, Eisenstein, Cauchy, ecc., di quelli de’ matematici viventi, e di estratti 
delle Memorie postume di Gauss non ha guari pubblicate. Ognuno che conosce quanto 
ordine, chiarezza e semplicità metta il sig. Lebesgue ne’ suoi scritti, i quali si rac- 
comandano così per la dote dell’ eleganza matematica, farà plauso al suo disegno e 
bramerà che sia recato a compimento. 

Finora ne sono comparsi i due soli fascicoli che annunciamo. Nella Introduzione 
sono esposte le proposizioni elementari intorno ai numeri primi e composti: numeri 
figurati e poligoni, caratteri di divisibilità, resti dei numeri in progressione aritme- 
tica, frazioni continue, congruenze, resti dei numeri in progressione geometrica. Vi 
troviamo fra gli altri i teoremi di Fermat e Wilson, e quello di Jacobi intorno alle 
radici primitive de’ moduli che sono potenze di numeri primi. 

‘La dottrina dei resti de’ numeri in progressione aritmetica procura il modo di 
formare una tavola per la risoluzione dei numeri in fattori. Quella dei resti de nu- 
meri in progressione geometrica conduce alle Tavole degl’ indici o logaritmi modu- 
lari qual’ è il Canon arithmeticus di Jacobi. Siffatte tavole sono per così dire la 
parte pratica della scienza de’ numeri, coltivata con ardore da Gauss e Legendre , 
come utilissima per sè stessa e pe’ servigi che rende alla parte speculativa. Il se- 
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condo opuscolo del Sig. Lebesgue tratta delle Tavole della prima specie o det Cri- 
bri aritmetici ; indica i principj da cui dipende la loro compilazione e diversi 
mezzi per ridurle in un piccolo volume e sotto una forma commoda; contiene una 
tavola dei numeri primi da 1 a 5500 e il modo di rappresentarli con due soli ca- 
ratteri o cifre; e un’altra tavola che in 20 pagine, ciascuna di 55 linee e 24 co- 
lonne presenta il più piccolo divisore di qualsivoglia numero da 1 a 115500. 

In un’altra publicazione il Sig. Le Besgue mostrerà come si possa facilitare il 
calcolo delle Tavole della seconda specie cioè del Canon: arithmeticus e abbreviare 
queste Tavole d’ una metà senza renderle più incommode, e ne darà un saggio più 
esteso del Canone di Jacobi. 


A. G. 
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